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摘要：证明了 以 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投 射 复 形 为 对 象，利 用 定 义 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投 射 复 形 方 法 构 造 出 的 复 形 仍 然 是

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投射复形．其次，引入了复形的Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投射维数的概念，并对其进行了刻画．
关键词：Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投射模；Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投射复形；ｌｅｖｅｌ复形；Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投射维数
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Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－ｐｒｏｊｅｃｔｉｖｅ　ｄｉｍｅｎｓｉｏｎ

０　引言

近年来，Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ同调代数受到了人们的极

大关注［１－１１］．１９９８年，Ｅｎｏｃｈｓ等［１２］把 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
投射（内射）模的概念推广到了复形的范畴中，引入

并研究了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投 射（内 射）复 形，称 复 形Ｘ
是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投 射 复 形．如 果 存 在 投 射 复 形 的 正

合列

Ｐ＝ … →Ｐ１ →Ｐ０ →Ｐ－１ → …，
使得ＸＩｍ（Ｐ０→Ｐ－１），且对任意的投射复形Ｑ，

Ｈｏｍ（Ｐ，Ｑ）正 合．对 偶 地，可 以 定 义 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
内射复形．随后，Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ同调代数的许多结论

被拓展到了复形范畴［３，１１－１５］．作为平坦模和内射模

的推广，Ｇａｏ等［１６］研 究 了 弱 平 坦 模 和 弱 内 射 模，

这两 类 模 也 被 称 为ｌｅｖｅｌ模 和 ＡＣ－模［１７］．受 Ｄｉｎｇ
投射（内射）模［５－６］和Ｄｉｎｇ投 射（内 射）复 形［１４］研 究

思 想 的 启 发，Ｂｒａｖｏ 等［１７］ 研 究 了 两 类 特 殊

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ复 形———Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投 射 复 形 和

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－内射复形，讨论了这两类复形与其

各层次 的 模 之 间 的 关 系．Ｘｕ等［１１］证 明 了 对 复 形

Ｘ，若存在Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射复形的正合列

Ｐ＝ … →Ｐ１ →Ｐ０ →Ｐ－１ → …，
使得ＸＩｍ（Ｐ０→Ｐ１），并且对任意的投射复形Ｑ，

Ｈｏｍ（Ｐ，Ｑ）是正合复形，则Ｘ 仍 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投

射复形，即 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投 射 复 形 是 稳 定 的［１１］．受

此结 果 的 启 发，在 本 文 的 第２节，我 们 讨 论 了

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投 射 复 形 的 稳 定 性，证 明 了 以

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投 射 复 形 为 对 象，利 用 定 义

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投射复形的方法构造出的复形仍然

是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投射复形．在第３节中，通过引

入复形Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投射维数的概念，并对复形

的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投 射 维 数 进 行 了 刻 画．对

１



西　北　师　范　大　学　学　报 （自然科学版）　　 第５２卷　
Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔ　Ｎｏｒｍａｌ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（Ｎａｔｕｒａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅ）　　 Ｖｏｌ．５２　

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－内射复形有对偶的结果，本文不再

赘述．

１　预备知识

本文中，Ｒ 是 具 有 单 位 元 的 环，除 非 特 殊 声

明，所涉及的模均是左Ｒ－模，复形均是左Ｒ－模的

复形．用右上和右下两种表示符来区别模和复形．
例如，｛Ｇｉ｝ｉ∈Ｚ是 一 簇 复 形，Ｇｎｉ 表 示 复 形Ｇｉ 的 第ｎ
层次上的模．未说明的概念和记号参照文献［１－３，

１３，１７］．
将Ｒ－模的复形

… →Ｘｎ－１
δｎ－
→
１

Ｘｎ
δ
→
ｎ

Ｘｎ＋１ → …
记为（Ｘ，δ），简记为Ｘ．复形Ｘ的第ｎ层次的循环

（边缘，同调模）记作Ｚｎ（Ｘ）（Ｂｎ（Ｘ），Ｈｎ（Ｘ））．用

Ｃｈ（Ｒ）代表Ｒ－模的复形构成的Ａｂｅｌ范畴．设Ｘ，Ｙ
∈Ｃｈ（Ｒ），用 Ｈｏｍ（Ｘ，Ｙ）表示Ｘ 到Ｙ 的所有复形

态射构成的Ａｂｅｌ群；对任意的ｉ≥１，Ｅｘｔｉ（Ｘ，Ｙ）
表示 Ｈｏｍ的右导出函子．用Ｈｏｍ（Ｘ，Ｙ）表示由Ｘ
和Ｙ 确定的Ａｂｅｌ群的复形，它的第ｎ层次为

Ｈｏｍ（Ｘ，Ｙ）ｎ ＝∏
ｔ∈Ｚ
Ｈｏｍ（Ｘｔ，Ｙｎ＋ｔ），

第ｎ层次的边缘算子是

δｎ（（ｆｔ）ｔ∈Ｚ＝ （δｎ＋ｔＹ ｆｔ－（－１）ｎｆｔ－１δｔＸ）ｔ∈Ｚ．
　　设Ａ是 Ａｂｅｌ范 畴，Ｘ是 Ａ中 一 些 对 象 的 类，
据文献［２］，称Ｘ是 投 射 可 解 的．如 果Ｘ包 含 Ａ
的所有投射对象，并且对Ａ中的任意短正合列０→
Ａ′→Ａ→Ａ″→０，若 Ａ″∈Ｘ，则 Ａ∈Ｘ当 且 仅 当

Ａ′∈Ｘ．称Ａ中对象的复形Ｃ是Ｈｏｍ（－，Ｘ）正合的，
是指对任意的Ｘ∈Ｘ，复形 Ｈｏｍ（Ｃ，Ｘ）是正合的．

设Ｍ 是左Ｒ－模，据 文 献［１７］，称 Ｍ 是ＦＰ∞

型模；如 果 Ｍ 具 有 有 限 生 成 的 投 射 分 解，称 Ｍ
是ｌｅｖｅｌ模；如 果 对 任 意 的 ＦＰ∞ 型 右 Ｒ－模 Ｎ，

Ｔｏｒ１Ｒ（Ｎ，Ｍ）＝０，ｌｅｖｅｌ模的类记为Ｌ（Ｒ），称Ｍ 是

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投射 模，简 称 为 ＧＡＣ－投 射 模．如

果存在 Ｈｏｍ（－，Ｌ（Ｒ））正合的正合列

… →Ｐ１ →Ｐ０ →Ｐ－１ →Ｐ－２ → …，
其 中 每 个 Ｐｉ 是 投 射 模，使 得 ＭＫｅｒ（Ｐ－１→
Ｐ－２）．由Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投射模的定义易见．

引理１　设Ｍ 是模．则Ｍ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－
投射模，当且仅当对任意的ｌｅｖｅｌ模Ｆ，Ｅｘｔ≥１（Ｍ，

Ｆ）＝０，并且存在 Ｈｏｍ（－，Ｌ（Ｒ））正合的正合列

０→Ｍ →Ｐ－１ →Ｐ－２ → …，
其中Ｐｉ 都是投射模．

引理２　Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投射模的类 是 投 射 可

解的．
证明　类 似 于 文 献［１０］定 理２．６的 证 明 可

得．　　】
称复 形Ｐ 是 投 射 复 形，如 果Ｐ 是 正 合 复 形，

并且每个Ｚｎ（Ｐ）是投射模．据文献［１７］，称复形Ｌ
是ｌｅｖｅｌ复 形，如 果 Ｌ 是 正 合 复 形，并 且 每 个

Ｚｎ（Ｌ）是ｌｅｖｅｌ模，将ｌｅｖｅｌ复形的类记作Ｌ（Ｃｈ（Ｒ））；
称 复 形 Ｘ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投 射 复 形，简 称 为

ＧＡＣ－投射复形，如果 存 在 Ｈｏｍ（－，Ｌ（Ｃｈ（Ｒ））正

合的正合列

… →Ｐ１ →Ｐ０ →Ｐ－１ →Ｐ－２ → …，
其中 每 个Ｐｉ 都 是 投 射 复 形，使 ＸＫｅｒ（Ｐ－１→
Ｐ－２）．

２　Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投射复形的稳定性

本节讨论Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投 射 复 形 的 稳 定 性，
为此先做一些准备工作．

引理３　由 文 献［１７］中 定 理４．１３，设 Ｘ∈
Ｃｈ（Ｒ）．则Ｘ是ＧＡＣ－投射复形当且仅当对任意的

ｉ∈Ｚ，Ｘｉ 是ＧＡＣ－投 射 模，且 对 任 意 的ｌｅｖｅｌ复 形

Ｌ，Ｈｏｍ（Ｘ，Ｌ）是正合复形．
引理４　ＧＡＣ－投射复形的类是投射可解的．
证明　显然，投射复形是ＧＡＣ－投射复形．设

０→Ｘ→Ｙ→Ｚ→０是 复 形 的 短 正 合 列，其 中Ｚ 是

ＧＡＣ－投射复形．设Ｌ是ｌｅｖｅｌ复形，由ｌｅｖｅｌ模 的

定义易见 每 个Ｌｉ 是ｌｅｖｅｌ模．由 引 理３知 每 个Ｚｊ

是ＧＡＣ－投射模，所以由引理１，对任意的ｎ，ｔ∈Ｚ，

Ｅｘｔ１（Ｚｔ，Ｌｔ＋ｎ）＝０．于是对任意的ｎ，ｔ∈Ｚ，有短正

合列

０→ Ｈｏｍ（Ｚｔ，Ｌｔ＋ｎ）→ Ｈｏｍ（Ｙｔ，Ｌｔ＋ｎ）→
　　Ｈｏｍ（Ｘｔ，Ｌｔ＋ｎ）→０．

进而有复形的短正合列０→Ｈｏｍ（Ｚ，Ｌ）→Ｈｏｍ（Ｙ，Ｌ）

→Ｈｏｍ（Ｘ，Ｌ）→０．由 引 理３，Ｈｏｍ（Ｚ，Ｌ）是 正 合 复

形，所以由引理２和引理３可证得Ｘ是ＧＡＣ－投射

复形，当且仅当Ｙ 是ＧＡＣ－投射复形，从而结论成

立．　　】
引理５　ＧＡＣ－投 射 复 形 的 类 关 于 直 和 项 和 任

意直和封闭．
证明　设Ｘ是ＧＡＣ－投射复形，且ＡＢ＝Ｘ．

则由引理３知，对任意ｉ∈Ｚ，Ａｉ 是ＧＡＣ－投射模．
设Ｌ是ｌｅｖｅｌ复形．则由引理３知，Ｈｏｍ（Ｘ，Ｌ）是

正合复 形．因 为 Ｈｏｍ（ＡＢ，Ｌ）Ｈｏｍ（Ａ，Ｌ）

２
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Ｈｏｍ（Ｂ，Ｌ），所以Ｈｏｍ（Ａ，Ｌ）正 合．于 是 由 引 理３
知，Ａ是ＧＡＣ－投射复形．

设｛Ｘλ｝λ∈Λ 是 一 簇 ＧＡＣ－投 射 复 形．由 引 理３
知，对任意的ｉ∈Ｚ，λ∈ΛＸｉλ 是ＧＡＣ－投 射 模．设

Ｌ是ｌｅｖｅｌ复形，则对任意的λ∈Λ，Ｈｏｍ（Ｘλ，Ｌ）正

合．于是Ｈｏｍ（λ∈ΛＸλ，Ｌ）正合．所以由引理３知，

λ∈ΛＸλ 是ＧＡＣ－投射复形．　　】
引理６　设０→Ｘ→Ｙ→Ｚ→０是复形的正合列．

若Ｘ和Ｙ 是ＧＡＣ－投射复形，则Ｚ是ＧＡＣ－投射复

形，当且仅当 对 任 意 的ｌｅｖｅｌ复 形Ｌ，Ｅｘｔ１（Ｚ，Ｌ）

＝０．
证明　必要 性 显 然，现 证 充 分 性．因 为Ｘ 是

ＧＡＣ－投射复形，所以存在复形的正合列０→Ｘ→Ｐ
→Ｇ→０，其 中Ｐ 是 投 射 复 形，Ｇ 是 ＧＡＣ－投 射 复

形．于是推出图

　　在短正合列０→Ｙ→Ｑ→Ｇ→０中，因为Ｇ和Ｙ
是ＧＡＣ－投射复 形，所 以 由 引 理４知，Ｑ 是 ＧＡＣ－
投射复形．又因为Ｐ是ｌｅｖｅｌ复形，所以Ｅｘｔ１（Ｚ，

Ｐ）＝０．从 而 第 二 行 的 正 合 列 可 裂．由 引 理５知，

Ｚ是ＧＡＣ－投射复形．　　】

引理７　设

０→Ａ→Ｇ１ →
ｆ
Ｇ０ →Ｘ→０ （１）

是复 形 的 正 合 列，其 中Ｇ１ 和Ｇ０ 是 ＧＡＣ－投 射 复

形．则

１）存在正合列

０→Ａ→Ｊ→Ｇ→Ｘ→０ （２）

和

０→Ａ→Ｆ→Ｐ→Ｘ→０， （３）

其中Ｊ和Ｐ是投射复形，Ｇ和Ｆ是ＧＡＣ－投射复形．
２）如果（１）是 Ｈｏｍ（－，Ｌ（Ｃｈ（Ｒ）））正合的，

那么（２）和（３）也是 Ｈｏｍ（－，Ｌ（Ｃｈ（Ｒ）））正合的．
证明　１）因 为Ｇ１ 是 ＧＡＣ－投 射 复 形，所 以

存在正合列０→Ｇ１→Ｊ→Ｑ１→０，其 中Ｊ是 投 射 复

形，Ｑ１ 是ＧＡＣ－投射复形．考察推出图

由第三列和短正合列０→Ｉｍｆ→Ｇ０→Ｘ→０，有下列

推出图

由上面两个推出图的第二行得正合列０→Ａ→Ｊ→Ｇ
→Ｘ→０．在正合列０→Ｇ０→Ｇ→Ｑ１→０，因 为Ｇ０，

Ｑ１ 是ＧＡＣ－投射 复 形，所 以 由 引 理４，Ｇ是ＧＡＣ－
投射复形．

因为Ｇ０ 是ＧＡＣ－投射复形，所以存在正合列０
→Ｑ２→Ｐ→Ｇ０→０，其 中 Ｐ 是 投 射 复 形，Ｑ２ 是

ＧＡＣ－投射复形．考察拉回图

由该图中的第一列 和 短 正 合 列０→Ａ→Ｇ１→Ｉｍｆ→
０，考察拉回图

由以上两个拉回图的第二行得正合列

３
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０→Ａ→Ｆ→Ｐ→Ｘ→０，
并且由引理４，Ｆ是ＧＡＣ－投射复形．

２）设Ｌ是ｌｅｖｅｌ复形，并且（１）是Ｈｏｍ（－，

Ｌ）正合的，则Ｅｘｔ１（Ｉｍｆ，Ｌ）＝０．因为Ｑ１ 是ＧＡＣ－
投射复形，所以Ｅｘｔ１（Ｑ１，Ｌ）＝０．从而Ｅｘｔ１（Ｂ，Ｌ）

＝０．故 Ｈｏｍ（－，Ｌ）保 持（２）的 正 合 性．因 为

Ｅｘｔ２（Ｘ，Ｌ）＝０且Ｐ是投射复形，所以Ｅｘｔ１（Ｎ，Ｌ）

＝０．Ｈｏｍ（－，Ｌ）保持（３）的正合性．　　】
引理８　设ｎ是正整数，

０→Ａ→Ｇｎ－１ → … →Ｇ１ →Ｇ０ →Ｘ→０（４）
是复形的正合列，其中每个Ｇｉ 是ＧＡＣ－投射复形．
则

１）存在复形的正合列

０→Ａ→Ｐｎ－１ → … →Ｐ１→Ｐ０→Ｙ→０　（５）
和０→Ｘ→Ｙ→Ｕ→０，其中每个Ｐｉ 是投射复形，Ｕ
是ＧＡＣ－投射复形．

２）存在复形的正合列

０→Ｂ→Ｐｎ－１ → … →Ｐ１→Ｐ０→Ｘ→０ （６）
和０→Ｖ→Ｂ→Ａ→０，其中每个Ｐｉ 是投射复形，Ｖ
是ＧＡＣ－投射复形．

３）如果（４）是 Ｈｏｍ（－，Ｌ（Ｃｈ（Ｒ）））正合的，
那么（５）和（６）也是 Ｈｏｍ（－，Ｌ（Ｃｈ（Ｒ）））正合的．

证明　１）对ｎ进行归纳．
当ｎ＝１时，在 正 合 列０→Ａ→Ｇ０→Ｘ→０中，

因为Ｇ０ 是ＧＡＣ－投射复形，所以存在正合列０→Ｇ０
→Ｐ０→Ｕ→０，其中Ｐ０ 是投射复形，Ｕ 是ＧＡＣ－投

射复形．于是由推出图

可得所需的正合列０→Ａ→Ｐ０→Ｙ→０和０→Ｘ→Ｙ

→Ｕ→０．
设ｎ≥２且有正合列

０→Ａ→Ｇｎ－１ →Ｇｎ－２ → … →Ｇ１ →Ｇ０ →Ｘ→０，

其 中 每 个 Ｇｉ 是 ＧＡＣ－投 射 复 形．令 Ｋ＝Ｃｏｋｅｒ
（Ｇｎ－１→Ｇｎ－２）．则有正合列

０→Ａ→Ｇｎ－１ →Ｇｎ－２ →Ｋ →０
和

０→Ｋ →Ｇｎ－３ → … →Ｇ１ →Ｇ０ →０．
由引理７知存在正合列

０→Ａ→Ｐｎ－１ →Ｇ′ｎ－２ →Ｋ →０，
其中Ｐｎ－１是投射复形，Ｇ′ｎ－２是ＧＡＣ－投射复形．令

Ａ′＝Ｉｍ（Ｐｎ－１→Ｇ′ｎ－２）．则有正合列

０→Ａ′→Ｇ′ｎ－２ →Ｇｎ－３ → … →Ｇ０ →Ｘ→０．
由归纳假设，存在正合列

０→Ａ′→Ｐｎ－２ →Ｐｎ－３ → … →Ｐ１ →Ｐ０ →Ｘ→０
和

０→Ｘ→Ｙ →Ｕ →０，
其中 每 个Ｐｉ 是 投 射 复 形，Ｕ 是 ＧＡＣ－投 射 复 形．
于是有正合列

０→Ａ→Ｐｎ－１ → … →Ｐ１ →Ｐ０ →Ｙ →０，
其中每个Ｐｉ 是投射复形．

２）类似于１）可证．
３）设Ｌ是ｌｅｖｅｌ复 形，并 且 Ｈｏｍ（－，Ｌ）保

持（４）的正合性．当ｎ＝１时，上面推出图的第一

行与第 二 列 是 Ｈｏｍ（－，Ｌ）正 合 的，故 第 二 行 是

Ｈｏｍ（－，Ｌ）正合的．当ｎ≥２时，由引理７及归纳

假设可得（５）是 Ｈｏｍ（－，Ｌ）正合的．（６）的 Ｈｏｍ
（－，Ｌ（Ｃｈ（Ｒ）））正合性类似可证．　　】

定理１　设Ｘ∈Ｃｈ（Ｒ）．则Ｘ 是ＧＡＣ－投射复

形当且仅当存在ＧＡＣ－投射复形的正合列

Ｇ＝ … →Ｇ１
σ
→
１
Ｇ０

σ
→
１
Ｇ－１ → …，

使得 ＸＣｏｋｅｒσ１ 并 且 对 任 意 的ｌｅｖｅｌ复 形 Ｌ，

Ｈｏｍ（Ｇ，Ｌ）正合．
证明　．显然．
．设存 在 Ｈｏｍ（－，Ｌ（Ｃｈ（Ｒ）））正 合 的

ＧＡＣ－投射复形的正合列

Ｇ＝ … →Ｇ１
σ
→
１
Ｇ０

σ
→
１
Ｇ－１ → …，

使得ＸＩｍσ０．对任意的ｉ∈Ｚ，令Ｘｉ＝Ｉｍσｉ．则Ｘ０
＝Ｘ，并且对任意的ｉ∈Ｚ，有 Ｈｏｍ（－，Ｌ（Ｃｈ（Ｒ）））
正合的正合列０→Ｘｉ＋１→Ｇｉ→Ｘｉ→０．下面证明Ｘ
是ＧＡＣ－投射复形．

考察正合列

０→Ｘ→Ｇ－１ →Ｘ－１ →０．
由引理８，存在 Ｈｏｍ（－，Ｌ（Ｃｈ（Ｒ）））正 合 的 正 合

列

０→Ｘ→Ｐ－１ →Ｙ－１ →０
和

０→Ｘ－１ →Ｙ－１ →Ｖ－１ →０，

其中Ｐ－１是 投 射 复 形，Ｖ－１是 ＧＡＣ－投 射 复 形．于

４
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是由推出图

可得正合列

０→Ｙ－１ →Ｕ－１ →Ｘ－２ →０．
因为Ｇ－２和Ｖ－１是ＧＡＣ－投 射 复 形，所 以 由 引 理４
知，Ｕ－１是ＧＡＣ－投射复形．因为

０→Ｘ－１ →Ｇ－２ →Ｘ－２ →０
是 Ｈｏｍ（－，Ｌ（Ｃｈ（Ｒ）））正合的，所以

０→Ｙ－１ →Ｕ－１ →Ｘ－２ →０
是 Ｈｏｍ（－，Ｌ（Ｃｈ（Ｒ）））正合 的．重 复 上 述 过 程 可

得 Ｈｏｍ（－，Ｌ（Ｃｈ（Ｒ）））正合的正合列

０→Ｙ－ｉ＋１ →Ｐ－ｉ→Ｙ－ｉ→０，

其中Ｐ－ｉ是投射复形，ｉ＝１，２，…，Ｙ０＝Ｘ．于是有

Ｈｏｍ（－，Ｌ（Ｃｈ（Ｒ）））正合的正合列

０→Ｘ→Ｐ－１ →Ｐ－２ → …， （＊）

其中每个Ｐ－ｉ是投射复形．
对偶地，可以证 明 存 在 Ｈｏｍ（－，Ｌ（Ｃｈ（Ｒ）））

正合的正合列

… →Ｐ１ →Ｐ０ →Ｘ→０， （＊＊）

其中每个Ｐｉ 是投射复形．
由（＊）和（＊＊）得 Ｈｏｍ（－，Ｌ（Ｃｈ（Ｒ）））正 合 的

正合列

… →Ｐ１ →Ｐ０ →Ｐ－１ →Ｐ－２ → …，
其中每个Ｐｉ 是投射复形，使得ＸＩｍ（Ｐ０→Ｐ－１）．
因此Ｘ是ＧＡＣ－投射复形．　　】

３　复形的Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投射维数

作为引理７的 另 一 个 应 用，本 节 研 究 复 形 的

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＡＣ－投射维 数．因 为 投 射 复 形 是 ＧＡＣ－
投射复形，所以每个复形都有ＧＡＣ－投射分解，从

而可以定义复形的ＧＡＣ－投射维数．
定义１　设Ｘ∈Ｃｈ（Ｒ），Ｘ 的ＧＡＣ－投 射 维 数

ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ）定义为：ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ）＝ｉｎｆ｛ｎ 存 在 正

合列０→Ｇｎ→Ｇｎ－１→…→Ｇ１→Ｇ０→Ｘ→０，其中Ｇｉ
是 ＧＡＣ－投 射 复 形｝．如 果 Ｘ 没 有 长 度 有 限 的

ＧＡＣ－投射分解，那么规定ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ）＝∞．

引理９　设Ｘ∈Ｃｈ（Ｒ）．考察复形的正合列

０→Ｈｎ →Ｐｎ－１ →Ｐｎ－２ → … →Ｐ０ →Ｘ→０，

０→Ｈ′ｎ →Ｇ′ｎ－１ →Ｇ′ｎ－２ → … →Ｇ′０ →Ｘ→０，
其中每个Ｐｉ 是投射复形，每个Ｇ′ｉ 是ＧＡＣ－投射复

形．则Ｈｎ 是ＧＡＣ－投射复形当且仅当Ｈ′ｎ 是ＧＡＣ－
投射复形．

证明　作映射锥，得复形的正合列

０→Ｈｎ →Ｐｎ－１ Ｈ′ｎ →Ｐｎ－２ Ｇ′ｎ－１ → … →
Ｐ０ Ｇ′１ →ＸＧ′０ →Ｘ→０，

进而有复形的正合列

０→Ｈｎ →Ｐｎ－１ Ｈ′ｎ →Ｐｎ－２ Ｇ′ｎ－１ → … →
Ｐ０ Ｇ′１ →Ｇ′０ →０．

在此正合列中，除了Ｈｎ 和Ｐｎ＋１Ｈ′ｎ 外，其余项

都是 ＧＡＣ－投 射 复 形．于 是 由 引 理４知，Ｌｎ－１＝
Ｋｅｒ（Ｐｎ－２Ｇ′ｎ－１→Ｐｎ－３Ｇ′ｎ－２）是ＧＡＣ－投射复形．
从而由引 理４和 引 理５知，在 正 合 序 列０→Ｈｎ→
Ｐｎ－１Ｈ′ｎ→Ｌｎ－１→０中，Ｈｎ 是 ＧＡＣ－投 射 复 形，
当且仅当Ｐｎ－１Ｈ′ｎ 是ＧＡＣ－投射复形，当且仅当

Ｈ′ｎ 是ＧＡＣ－投射复形．　　】
推论１　设Ｘ∈Ｃｈ（Ｒ）．考察复形的正合列

０→Ｈｎ →Ｇｎ－１ →Ｇｎ－２ → … →Ｇ０ →Ｘ→０，

０→Ｈ′ｎ →Ｇ′ｎ－１ →Ｇ′ｎ－２ → … →Ｇ′０ →Ｘ→０，
其中Ｇｉ，Ｇ′ｉ 是 ＧＡＣ－投 射 复 形，ｉ＝０，１，…，ｎ－１，
则Ｈｎ 是ＧＡＣ－投射复形，当且仅当Ｈ′ｎ 是ＧＡＣ－投

射复形．
证明　由引理９可得．　　】
定理２　设Ｘ∈Ｃｈ（Ｒ），ｎ≥０．则以下条件等

价：

１）ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ）≤ｎ；

２）ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ）＜∞，且对任意ｌｅｖｅｌ维数有

限的复形Ｌ，Ｅｘｔ＞ｎ（Ｘ，Ｌ）＝０；

３）ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ）＜∞，且 对 任 意ｌｅｖｅｌ复 数

Ｌ，Ｅｘｔ＞ｎ（Ｘ，Ｌ）＝０；

４）对复形的任意正合列…→Ｇｎ→Ｇｎ－１→…→
Ｇ０→Ｘ→０，其中每个Ｇｉ 是ＧＡＣ－投射复形，Ｋｎ＝
Ｋｅｒ（Ｇｎ－１→Ｇｎ－２）是ＧＡＣ－投射复形；

５）对任意的０≤ｔ≤ｎ存在正合列０→Ｐｎ→…

→Ｐｔ＋１→Ｇｔ→Ｐｔ－１→…→Ｐ０→Ｘ→０，其 中Ｇｔ 是

ＧＡＣ－投射复形，Ｐｉ 是投射复形．
证明　２）３），４）５）和５）１）

显然．
１）２）．因 为 ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ）≤ｎ，所 以 存

在Ｘ的长度为ｎ的ＧＡＣ－投射分解

５
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０→Ｇｎ →Ｇｎ－１ → … →Ｇ１ →Ｇ０ →Ｘ→０．
由维数转移，对 任 意 的ｍ＞ｎ和 任 意 的ｌｅｖｅｌ维 数

有限的复形Ｌ，Ｅｘｔ　ｍ（Ｘ，Ｌ）Ｅｘｔ　ｍ－ｎ（Ｇｎ，Ｌ）＝０．
３）４）．设

… →Ｇｎ →Ｇｎ－１ → … →Ｇ１ →Ｇ０ →Ｘ→０
是Ｘ的一个ＧＡＣ－投射分解．下 证Ｋｎ＝Ｋｅｒ（Ｇｎ－１
→Ｇｎ－２）是ＧＡＣ－投射复形．

由３），设 ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ）＝ｍ＜∞．则 存 在 Ｘ
的长度为ｍ 的ＧＡＣ－投射分解

０→Ｇ′ｍ →Ｇ′ｍ－１ → … →Ｇ′１ →Ｇ′０ →Ｘ→０．
　　ｉ）若ｍ≤ｎ，将上述Ｘ 的ＧＡＣ－投 射 分 解 扩

充为长度为ｎ的ＧＡＣ－投射分解

０→Ｇ″ｎ →Ｇ″ｎ－１ → … →Ｇ″ｍ →Ｇ″ｍ－１ →
… →Ｇ′１ →Ｇ′０ →Ｘ→０．

由推论１知，Ｋｎ 是ＧＡＣ－投射复形．
ｉｉ）若ｍ＞ｎ，令Ｋ′ｉ＝Ｋｅｒ（Ｇ′ｉ－１→Ｇ′ｉ－２），ｉ＝１，

２，…，ｍ，其 中Ｋ′ｍ＝Ｇ′ｍ，Ｇ′－１＝Ｘ．下 证 Ｋ′ｎ 是

ＧＡＣ－投射复形．对任意的ｌｅｖｅｌ复形Ｌ，由维数转

移有，Ｅｘｔｉ＋１（Ｘ，Ｌ）Ｅｘｔ１（Ｋ′ｉ，Ｌ）＝０，ｉ＝ｎ，ｎ＋１，
…，ｍ－１．于是由３）及引理６，可得Ｋ′ｎ 是ＧＡＣ－
投射复形．从 而 由 推 论１知，Ｋｎ 是 ＧＡＣ－投 射 复

形．
１）５）．对ｎ进行归纳．
当ｎ＝１时，存在正 合 列０→Ｄ１→Ｄ０→Ｘ→０，

其中Ｄ０，Ｄ１ 是ＧＡＣ－投射复形．由引理７（Ａ＝０的

情形），存在 正 合 列０→Ｐ１→Ｇ０→Ｘ→０和 正 合 列

０→Ｇ１→Ｐ０→Ｘ→０，其 中 Ｇ０，Ｇ１ 是 ＧＡＣ－投 射 复

形，Ｐ０，Ｐ１ 是投射复形．故ｎ＝１时结论成立．
设ｎ≥２，且 有 复 形 的 正 合 列０→Ｄｎ→Ｄｎ－１→

…→Ｄ０→Ｘ→０，其 中 每 个Ｄｉ 是ＧＡＣ－投 射 复 形．
令Ａ＝Ｋｅｒ（Ｄ１→Ｄ０）．则有正合列

０→Ａ→Ｄ１ →Ｄ０ →Ｘ→０．
由引理７，存在正合序列０→Ａ→Ｄ′１→Ｐ０→Ｘ→０，
其中Ｄ′１ 是ＧＡＣ－投射复形，Ｐ０ 是投射复形．于是

有正合序列

０→Ｄｎ →Ｄｎ－１ → … →Ｄ２ →Ｄ′１ →Ｐ０ →Ｘ→０．
令Ｙ＝Ｋｅｒ（Ｐ０→Ｘ）．则ＧＡＣ－ｐｄ（Ｙ）≤ｎ－１．由归

纳假设，存在正合序列

０→Ｐｎ → … →Ｐｉ＋１ →Ｇｔ→Ｐｔ－１ → … →
Ｐ０ →Ｘ→０，

其中Ｇｔ 是ＧＡＣ－投射复形，Ｐｉ 是投射复形，ｉ＝０，

１，…，ｔ－１，ｔ＋１，…，ｎ．下面证明ｔ＝０的情形．令

Ｂ＝Ｃｏｋｅｒ（Ｄ２→Ｄ１），由归纳假设，存在正合列

０→Ｐｎ →Ｐｎ－１ → … →Ｐ２ →Ｇ′１ →Ｂ→０，
其中Ｇ′１ 是 ＧＡＣ－投 射 复 形，Ｐｉ 是 投 射 复 形．令

Ｃ＝Ｃｏｋｅｒ（Ｐ３→Ｐ２），则有正合列

０→Ｃ→Ｇ′１ →Ｄ０ →Ｘ→０．
由引理７，存在正合列０→Ｃ→Ｐ１→Ｇ０→Ｘ→０，其

中Ｇ０ 是ＧＡＣ－投射复形，Ｐ１ 是投射复形．于是有

正合序列

０→Ｐｎ →Ｐｎ－１ → … →Ｐ２ →Ｐ１ →Ｇ０ →Ｘ→０，
其中Ｐｉ 是投射复形，ｉ＝１，２，…，ｎ．　　】

推论２　设０→Ｘ′→Ｘ→Ｘ″→０是 复 形 的 短 正

合列，ｎ∈Ｎ．则

１）若ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ″）≤ｎ，则ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ′）≤ｎ
当且仅当ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ）≤ｎ．进而，

ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ′）≤ｍａｘ｛ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ），ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ″）｝，

ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ）≤ｍａｘ｛ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ′），ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ″）｝．
　　２）若 ＧＡＣ－ｐｄ （Ｘ′）＞ ＧＡＣ－ｐｄ （Ｘ″）或

ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ）＞ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ″），则 ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ′）＝
ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ）．
　　３）若 ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ″）＞０，Ｘ 是 ＧＡＣ－投 射 复

形．则ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ′）＝ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ″）－１．
因此，在０→Ｘ′→Ｘ→Ｘ″→０中，如果任意两

项的ＧＡＣ－投射 维 数 有 限，那 么 第 三 项 的 ＧＡＣ－投

射维数也有限．
证明　１）当ｎ＝０时，Ｘ″是 ＧＡＣ－投 射 复 形．

于是由引理４知，Ｘ′是ＧＡＣ－投射复形当且仅当Ｘ
是ＧＡＣ－投射复形．故ｎ＝０时结论成立．

假设ｎ＞０．作Ｘ′，Ｘ″的投射分解

… →Ｐ′ｎ →Ｐ′ｎ－１ → … →Ｐ′０ →Ｘ′→０，
… →Ｐ″ｎ →Ｐ″ｎ－１ → … →Ｐ″０ →Ｘ″→０．

由马掌引理有以下交换图

在短 正 合 列 ０→Ｋ′ｎ →Ｈｎ →Ｋ″ｎ →０ 中，因 为

６
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ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ″）≤ｎ，所以由定理２知，Ｋ″ｎ 是ＧＡＣ－投

射复形．于是由引理４知，Ｋ′ｎ 是ＧＡＣ－投射复形当

且仅当Ｈｎ 是ＧＡＣ－投射复形．所以ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ）≤
ｎ，当且仅当ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ′）≤ｎ．下证ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ′）

≤ｍａｘ｛ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ），ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ″）｝，另 一 个 不 等

式同理可证．若 ｍａｘ｛ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ），ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ″）｝

＝ ∞，则 ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ′）≤ ｍａｘ｛ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ），

ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ″）｝．若 ｍａｘ｛ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ），ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ″）｝

＝ｎ＜ ∞，则 由 上 述 结 论 可 得 ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ′）≤
ｍａｘ｛ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ），ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ″）｝．

２）设 ＧＡＣ－ｐｄ （Ｘ′）＞ＧＡＣ－ｐｄ （Ｘ″）．则

由１）中 的 第 二 个 不 等 式 知，ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ）≤ＧＡＣ－
ｐｄ（Ｘ′）．若ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ）＜ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ′）则由１）中

的第一 个 不 等 式 知 ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ′）≤ｍａｘ｛ＧＡＣ－ｐｄ
（Ｘ），ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ″）｝＜ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ′），矛 盾．所

ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ′）＝ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ）．另 一 种 情 况 同 理 可

证．
３）由条件，若…→Ｇ′ｎ→Ｇ′ｎ－１→…→Ｇ′１→Ｇ′０

→Ｘ′→０是Ｘ′的一个ＧＡＣ－投射分解，则…→Ｇ′ｎ→
Ｇ′ｎ－１→…→Ｇ′１→Ｇ′０→Ｘ→Ｘ″→０是 Ｘ″的 一 个

ＧＡＣ－投射分 解．因 此，若 ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ″）＝∞，则

ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ′）＝∞，此时结论成立．设ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ″）

＜∞．则由中１）的第一个不等式，ＧＡＣ－ｐｄ （Ｘ′）

＜∞，因 为Ｘ 是 ＧＡＣ－投 射 复 形，所 以 对 任 意 的

ｌｅｖｅｌ复 形 Ｌ 和 任 意 的 ｍ ＞０，Ｅｘｔ　ｍ （Ｘ′，Ｌ）
Ｅｘｔ　ｍ＋１（Ｘ″，Ｌ）．于 是 由 定 理２，ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ′）＝
ＧＡＣ－ｐｄ（Ｘ″）－１．

由１），２），３），最后一个事实成立．　　】
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