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关键词：弱Co-Hopf 模；广义幂级数环；广义逆多项式模
中图分类号：O153∙3　　　　文献标识码：A　　　　文章编号：1001-988Ⅹ（2004）03-0008-03

Weak Co-Hop ficity of generalized inverse polynomials modules
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Abstract： Let R be an associative ring not necessarily possessing an identity�and （ S�≤）is a strictly totally
ordered monoid which is also Artinian．It is proved that if a left R-module M has the property （F）�then M is
weakly Co-Hopfian if and only if the left ［ ［ RS�≤ ］ ］-module ［ MS�≤ ］ is weakly Co-Hopfian ．
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1　引言
本文的环均是结合环�但未必含有单位元�模

总是左模�以 K≤RM 表示 K 是左R-模M 的子模�
以 K≤e M 表示 K 是 M 的基本子模．称左 R-模M
是Co-Hopf 模�如果任意 R-单同态f∶M M 是
满同态［1］．称左 R-模 M 是弱Co-Hopf 模�如果任
意 R-单同态 f∶M M 是基本的�即 f （ M）
≤e M ［2］．我们已经知道弱Co-Hopf 模是Co-Hopf 模
的真推广�自然所有的Co-Hopf 模（例如 Artin 模）
都是弱Co-Hopf 模［1］�但整数环 Z 上的正则模是
弱Co-Hopf 模而不是Co-Hopf 模．

设 M 是左R-模�称 M 具有性质（F） ［3］�如
果对任意 N≤ M�都有｛m∈ M｜Rm⊆ N｝＝ N ．
易知 M 具有性质（F）当且仅当对任意 m∈ M�都
有 m∈Rm．文献［4］证明了 M 具有性质（F）当且
仅当对任意有限个元素 m1�m2�…�mn∈ M �存
在 e∈R 使得em i＝m i�i＝1�2�…�n ．

设 M 是左 R-模�若 M 具有性质（F）�文献

［3］证明了左 R-模 M 是Co-Hopf 模当且仅当左
［ ［ RS�≤ ］ ］-模 ［ MS�≤ ］是 Co-Hopf 模．受此启发�
本文将证明�若 M 具有性质（F）�则左 R-模 M 是
弱 Co-Hopf 模当且仅当左 ［ ［ RS�≤ ］ ］-模 ［ MS�≤ ］是
弱 Co-Hopf 模．其中（ S�≤）是 Artin的严格全序幺
半群．设（ S�≤）是偏序集�称（ S�≤）是 Artin 的�
如果 S 中元素的任意降链是有限的；称（ S�≤）是
Narrow 的�如果 S 中的任意两两不可比较的元素
构成的子集合是有限的．设 S 是交换幺半群�除
特别声明外�S 的运算记为加法�幺元记为0�下
面的定义可见文献［5］ ．

设（ S�≤）是严格偏序幺半群�即（ S�≤）是偏
序幺半群且对于任意 s�s′�t∈ S �若 s＜ s′�则 s
＋ t＜ s′＋ t ． R 是环�记 A ＝ ［ ［ RS�≤ ］ ］ ＝｛f∶S

R｜f 是映射�且supp（ f ）＝｛s∈ S｜f （ s）≠0｝是
Artin的且 Narrow 的｝．按照分量加法� A 可构成
一个 Abel加群．对任意 s∈ S 和任意f�g ∈ A�记
X s（ f�g）＝｛（ u�v）∈ S× S｜s＝ u＋ v�f （ u）≠0�g
（v）≠0｝�则X s（ f�g）是有限的［6］．因此可定义如
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下的乘法运算：
（ fg）（ s） ＝ ∑

（ u�v）∈ Xs（ f�g）
f （ u） g（ v ）�　 s ∈ S．

按照上述加法和乘法运算�A 可构成一个环�称
为广义幂级数环．A 中的元素称为系数在 R 中、
指数在 S 中的广义幂级数．例如�若 S＝N（非负
整数集）�≤是 N上通常的序�则 ［ ［ RN�≤］ ］同构
于形式幂级数环 R ［ ［ x ］ ］．如果 S 是交换幺半群�
≤是平凡序�则 ［ ［ RS�≤ ］ ］同构于幺半群环 R ［ S ］．
关于广义幂级数环的其它例子可见文献［5�6］．

设 M 是左R-模�记［ MS�≤ ］＝｛φ∶S M｜φ
是映射�且 supp（φ）＝｛s∈ S｜φ（s）≠0｝是有限的｝．
定义［ MS�≤ ］中的加法为分量加法�纯量乘法为

（ fφ）（s） ＝ ∑
t∈ S

f （ t）φ（s＋ t）�　 s ∈ S�
其中 f∈［ ［ Rs�≤ ］ ］�φ∈［ MS�≤ ］．因为supp（φ）是有
限的�所以上面的乘法是有意义的．如果≤是全序
和 Artin 的�则 ［ MS�≤ ］作成左 ［ ［ RS�≤ ］ ］-模［3�7］�
称之为广义逆多项式模� ［ MS�≤ ］中的元素称为系
数在 M 中、指数在 S 中的广义逆多项式．例如�
若 S＝N�≤是N上通常的序�则左［ ［ RN�≤ ］ ］同构
于左 R ［ ［ x ］ ］-模 M ［ x—1］．关于后者可见文献
［8］．
2　主要结果

以下设（ S�≤）是 Artin的严格全序幺半群．由
文献［7］知�此时对任意 s∈ S�有 s≥0．对任意
φ∈［ MS�≤ ］�以σ（φ）表示 supp（φ）中的最大元．

引理1［9］　设 M 是左R-模�则 K≤e M 当且
仅当对任意0≠ x ∈ M�存在 r ∈ R�使得
0≠ rx∈ K．

引 理 2　 设 α∈ Hom ［ ［ RS�≤ ］ ］ （［ MS�≤ ］�
［ NS�≤ ］）�如果 N 具有性质（F）�则对任意 φ∈
［ MS�≤ ］�若α（φ）≠0�则σ（α（φ））≤σ（φ）．特别
地�若α是单同态且 M 具有性质（F）�则有σ（α
（φ））＝σ（φ）．

证明　设φ∈［ MS�≤ ］�σ（φ）＝ s �反设存在 t
∈ S�且 s＜ t�使得α（φ）（ t）≠0�则由 N 具有性
质（F）知�存在 e∈R�使得eα（φ）（ t）＝α（φ）（ t）．
定义 dt

e∈［ ［ RS�≤ ］ ］如下（下同）：
dt
e（ x） ＝ e�x ＝ t；

0�x ≠ t�　 x ∈ S�
则对任意 x∈ S�0≤ s�有（ dt

eφ）（ x）＝ ∑
y∈ S

dt
e（ y）

φ（ x＋y）＝ dt
e（ t）φ（ t＋ x）＝0�即 dt

eφ＝0�从而

dt
eα（φ）＝α（dt

eφ）＝0�因此
α（φ）（ t） ＝ eα（φ）（ t） ＝ dt

e（ t）α（φ） t ＝

∑
y∈ S

dt
e（y）（α（φ））（y＋0） ＝

（ dt
e（α（φ）））（0） ＝0�

矛盾！所以对任意 t∈ S�t＞ s�有α（φ）（ t）＝0�
亦即σ（α（φ））≤σ（φ）＝ s ．

若α是单同态�因为0≠φ（s）∈ M �由 M 具
有性质（F）�存在 e∈R�使得eφ（s）＝φ（s）�则

（ ds
eφ）（0） ＝ ∑

y∈ S
ds
e（y）φ（0＋ y） ＝

　　 ds
e（ s）φ（s） ＝ eφ（s） ＝ φ（s） ≠0�

而对任意0≠ x∈ S�有 ds
eφ（ x）＝0�所以σ（ ds

eφ）
＝0．由上述证明知σ（α（ ds

eφ））≤σ（ ds
eφ）＝0�又

因为α是单同态�α（ds
eφ）≠0�故

0≠ α（ ds
eφ）（0） ＝ ds

eα（φ）（0） ＝
　　∑

y∈ S
ds
e（y）（α（φ））（y＋0） ＝

　　 ds
e（ s）α（φ）（s） ＝ eα（φ）（s） �

从而α（φ）（s）≠0�即σ（α（φ））＝ s ．　】
定理1　设左R-模M 具有性质（F）�则下面条

件等价：
（1） 左R-模 M 是弱 Co-Hopf 模；
（2） 左 ［ ［ RS�≤ ］ ］-模 ［ MS�≤ ］是弱 Co-Hopf

模．
证明　 （1） ⇒ （2）．设α∈End ［ ［ RS�≤ ］ ］

（［ MS�≤ ］）是单同态�对任意 m∈ M�s∈ S �定义
φs�m∈［ MS�≤ ］如下（下同）：

φs�m（ t） ＝ m�t ＝ s�
0�t ≠ s．　 t ∈ S�

则映射 f∶M M�f （ m）＝α（φ0�m）（0）是有意义
的�其中 m∈ M．下证 f 是R-单同态．

对任意 m∈ M�s∈ S�有
（ d0rφ0�m）（ x） ＝ ∑

y∈ S
d0r（y）φ0�m（y＋ x） ＝

　　 d0r（0）φ0�m（ x） ＝ rφ0�m（ x） ＝ φ0�rm（ x） �
从而 d0rφ0�m＝φ0�r m�于是

f （ rm） ＝α（φ0�r m）（0） ＝α（d0rφ0�m（0）） ＝
［ d0

rα（φ0�m） ］（0） ＝

∑
y∈ S

d0r（y） ［α（φ0�m） ］（ y ＋0） ＝

rα（φ0�m）（0） ＝ rf （ m）�
所以 f 是R-同态．如果 f （ m）＝0�则α（φ0�m）＝
0．由α是单同态得�φ0�m ＝0必须有 m＝0�因

9
　2004年第3期 　　　　杨　刚等：广义逆多项式模的弱Co-Hopf 性质
　2004　No∙3 　　　　Weak Co-Hop ficity of generalized inverse polynomials modules　



此 f 是R-单同态．由条件（1）�Im （ f ）≤e RM ．
以下用超穷归纳法证明 Im （α） ≤e ［ ［ RS�≤ ］ ］

［ MS�≤ ］．任取0≠φ∈［ MS�≤ ］�设σ（φ）＝ s ．
（i） 若 s＝0�则0≠φ（0）∈ M �由 Im（ f ）≤e RM

及引理1知�存在 r∈ R 使得0≠ rφ（0）∈Im（ f ）．
令m＝ f—1（ rφ（0））�由引理2知�σ（α（φ0�m））＝
0�因此对 t∈ S�

α（φ0�m）（ t） ＝ 0�t ≠0�
f（m） ＝ rφ（0）�t ＝0�

＝ d0rφ（t）�
即0≠ d0rφ＝α（φ0�m）∈Im（α）．

（ii） 若0＜ s�假设对任意0≠ψ∈ ［ MS�≤ ］�
若σ（ψ） ＝ u ＜ s �则存在ψ′∈ ［ MS�≤ ］�d0

r ∈
［ ［ RS�≤ ］ ］�使得σ（ψ′）≤ u�0≠ d0rψ＝α（ψ′）∈Im
（α）．下证结论对φ∈［ MS�≤ ］�σ（φ）＝ s成立．

即然0≠φ（ s）∈ M�Im（ f ）≤e R M �因此存在
m∈ M� r∈R�使得

0≠ rφ（s） ＝ f（ m）． （∗）
由 M 具有性质（F）知�存在 e∈ R�使得 em＝ m�
eα（φs�m）（ s）＝α（φs�m）（ s）．又因为

（ ds
eφs�m）（ t） ＝ ∑

y∈ S
ds
e（y）φs�m（ t ＋ y） ＝ eφs�m（ t ＋ s） �

所以 ds
eφs�m＝φ0�m�从而有

α（φ0�m）（ t） ＝α（ds
eφs�m）（ t） ＝ ［ ds

eα（φs�m） ］（ t） ＝
　　∑

y∈ S
ds
e（y）α（φs�m）（ t ＋ y） ＝ eα（φs�m）（ s＋ t）�

因此α（φs�m）（ s）＝α（φ0�m）（0）＝ f （ m）�结合（∗）
式�有
［ d0

rφ－α（φs�m） ］（ s） ＝ （ d0
rφ）（s）－α（φs�m）（ s） ＝

　　 rφ（s）－ f（ m） ＝0．
显然当 s＜ t∈ S 时�［ d0

rφ—α（φs�m） ］（ t）＝0．
若 d0rφ—α（φs�m）＝0�则0≠ d0rφ＝α（φs�m）∈

Im（α）．
若 d0rφ—α（φs�m）≠0�则σ［ d0

rφ—α（φs�m） ］＝
u＜ s ．由归纳假设�存在φ′∈ ［ MS�≤ ］�d0

r′∈
［ ［ RS�≤ ］ ］�且σ（φ′）≤ u �使得0≠ d0r′［ d0

rφ—α
（φs�m） ］＝α（φ′）�从而（ d0r′d0r）φ＝α（d0r′φs�m＋φ′）
∈Im（α）�显然σ（d0r′φs�m＋φ′）≤ s �且（ d0r′d0r）φ
≠0�否则由α是单同态得�d0r′φs�m＋φ′＝0�从
而对任意 t∈ S�
0＝（d0r′φs�m ＋φ′）（ t） ＝

（ d0r′φs�m）（ t）＋φ′（ t） ＝ r′m�　 t ＝ s�
φ′（ t）�　 t ≠ s．

显然φ′（s）＝0�从而φ′＝0�这与α（φ′）≠0矛盾．
综合（i）�（ii）及引理1可知�Im（α）≤e ［ ［ RS�≤ ］ ］

［ MS�≤ ］�（2）得证．
（2）⇒（1）．设f∶M M 是 R-单同态�定

义α∶ ［MS�≤ ］ ［MS�≤ ］�α（φ）（s）＝f（φ（s））�则对
任意s∈S�φ∈［MS�≤ ］�g∈［ ［RS�≤ ］ ］�有

α（gφ）（s） ＝ f（（ gφ）（s）） ＝
f ∑

y∈S
g（y）φ（s＋ y） ＝∑

y∈S
g（y） f（φ（s＋ y））＝

∑
y∈ S

g（y） ［α（φ）］（s＋ y） ＝ （gα（φ））（s）�
即α是 ［ ［RS�≤ ］ ］-同态．如果α（φ）＝0�则对任意
s∈S�f（φ（s））＝α（φ）（s）＝0�由f 是 R-单同态得
φ（s）＝0�从而φ＝0�所以α是 ［ ［RS�≤ ］ ］-单同态�
由条件（2）� Im （α）≤e ［ ［RS�≤ ］ ］ ［MS�≤ ］．

对任意0≠m∈M�有0≠φ0�m∈［MS�≤ ］�从而
存在φ∈［MS�≤ ］和 d∈［ ［RS�≤ ］ ］�使得0≠dφ0�m＝α
（φ）．又存在 r∈R�使得d0rφ0�m＝dφ0�m�所以

0≠ rm ＝（ d0
rφ0�m）（0） ＝ （ dφ0�m）（0） ＝

α（φ）（0） ＝ f（φ（0）） �
即0≠rm∈ Im （f）�由引理1知� Im （f）≤e R M �
（1）得证．　　】

推论1　设 R 是有单位元的结合环� M�N 是
左 R-酉模�则以下条件等价：

（1） 任意R-单同态 M N 是基本的；
（2） 任意 ［ ［ RS�≤ ］ ］-单同态 ［ MS�≤ ］

［ NS�≤ ］是基本的．
推论2　设（S1�≤1）�（S2�≤2）�…�（Sn�≤n）是

A rtin的严格全序幺半群�以（ lex≤）和（ rev lex≤）
分别表示幺半群 S1×S2×…×Sn 上的字典顺序和
反字典顺序�如果左R-模 M 具有性质（ F）�则以
下条件等价：

（1） 左R-模 M 是弱 Co-Hopf 模；
（ 2 ） 左 ［ ［ RS1×S2×…Sn�（ lex≤） ］ ］-模

［MS1×S2×…Sn�（ lex≤） ］是弱 Co-Hopf 模；
（ 3 ） 左 ［ ［ RS1×S2×…Sn�（ rev lex≤） ］ ］-模

［MS1×S2×…Sn�（ rev lex≤） ］是弱 Co-Hopf 模．
证明　（1）⇔（2）．因为（S1×S2×…×Sn�

（ lex≤））是 A rtin 的严格全序幺半群［5］�于是由
定理1�左R-模 M 是弱 Co-Hopf 模当且仅当左
［ ［ RS1×S2×…×Sn�（ lex≤） ］ ］-模 ［ MS1×S2×…×Sn�（ lex≤） ］ 是
弱 Co-Hopf 模；

（1）⇔（3）类似．　　】
（下转第14页）
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Kerσ⊆ Ker f 0
M Ker g ⊆

　　
Jac（ A） 0

M Jac（B） ＝ Jac（ T′）．

故 T′＝ A 0
M B 是广义 Hopf 环．　　】

设 R是环�RMR 是双模�R 关于 M 的平凡扩
张T（R�M）＝R♁M 按照通常的加法和如下定义的
乘法：

（ r1�m1）（ r2�m2） ＝ （ r1r2�r1m2＋ m1r2）

同构于所有的矩阵环 T∗＝ r 0
m r �其中r∈R�m

∈M�T∗的运算是通常矩阵的运算［7］．
推论3　如果 R 是广义 Hopf 环�则 T（ R�M）

是广义 Hopf 环．
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（上接第10页）
　　推论3　设x1�x2�…�xk 是环 R 上的 k 个可交
换的未定元�若左R-模 M 具有性质（ F）�则下面
条件等价：

（1） 左R-模 M 是弱 Co-Hopf 模；
（2） 左R［ ［x1�x2�…�xk ］ ］-模 M［x—11 �x—12 �…�

x—1k ］是弱 Co-Hopf 模．
证明　令 S1＝S2＝…＝Sn＝N�≤i�i＝1�2�…�

n是 N 上通常的序�则由推论2及文献［5］可证结
论成立．　　】

推论4　设 x 是环 R 上的未定元�若左 R-模
M 具有性质（F）�则下面条件等价：

（1） 左R-模 M 是弱 Co-Hopf 模；
（2） 左R ［ ［ x ］ ］-模 M［ x—1］是弱 Co-Hopf 模．
证明　由推论3�取 k＝1可证．　　】
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