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四次 B样条 Galerkin 有限元法求解 KdV方程
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摘　要:采用有限元方法进行空间离散, 提出了解一维非线性 KdV 方程的四次 B 样条 Galerkin 方法.通过两个数值

算例来体现这种算法的精确度, 对该方法得到的数值解与精确解以及二次 B 样条 Galerkin 有限元解进行比较, 结果表

明所求得的数值解与精确解符合得很好.
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Abstract:Numerical solutions fo r the one-dimensional nonlinear Kortew eg-de Vries equation is obtained by

using the method of discretiza tion in space and f ini te element appro ximat ion.To demonst rate the ef ficiency

of the method tw o test problems are considered.The numerical solut ions of the KdV equation are

compared w ith bo th the exact so lutions and Galerkin quadratic B-spline f inite element solutions.The

numerical so lut ions are found to be in good agreement w ith the exact solutions.
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　　KdV 方程在浅水波 、 转动大气中的 Rossby

波 、 等离子体中的离子声波 、 低温非线性晶格声子

波包的热激发和非谐晶格的振动等问题中有着广泛

的应用.文献[ 1 ] 、[ 2 ] 研究了 KdV 方程的解析

解.文献[ 3 ]用热平衡积分法对 KdV 方程进行了

求解.文献[ 4 ] ～ [ 6 ]构造了解 KdV 方程的有限

差分法.文献[ 7 ] ～ [ 9 ]建立了解 KdV 方程的有

限元法, 分别采用了立方 B样条形函数, 二次 B样

条形函数和 Hermite 多项式形函数.但采用四次 B

样条的有限元法解 KdV 方程的文献尚未见到.笔

者采用四次 B样条 Galerkin有限元法对 KdV 方程

一定的初边值问题进行了数值求解, 并通过两个数

值算例展示了这种算法的精确度和优越性.

1　方法简述

考虑如下 KdV 方程的初边值问题

U t +εUU x +μU xx x =0

( a ≤ x ≤b, t >0) , ( 1 )

U( x, 0) =U 0( x) 　( a ≤ x ≤b) , ( 2 )

U( a, t) =U( b, t) =0　( t >0) . ( 3 )

其中ε是非线性项系数, μ是频散系数.下标 x, t

表示对变量 x , t的偏导数, U 0( x)为已知函数.

把拟求解的时间区间[ 0, T]以步长 Δt=T/p等

分为 p 个子区间( p 为正整数) , 记为 I1 , I2 , …, Ip.

其中, I j =[ tj-1 , tj ] , t0 =0.在每一时间点 tj , 记
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z j ( x) =U( x, t j ) , 以差分算子
z j ( x) -z j-1( x)

Δt
近似

微分算子
 U
 t

,将偏微分方程( 1 )化为如下的常微分

方程组

1
Δt

z j ( x) +εz j ( x) z j′( x) +

　　μz j ( x) =
1
Δt

z j-1( x) , ( 4 )

z j ( a) =z j ( b) =0　( j =1, 2, …, p) .( 5 )

依据初值 z 0 ( x) =U0 ( x) , 依次可得 j=1, 2, …, p

时方程( 1 )的近似解.

常微分方程组( 4 ) , ( 5 )采用如下的 Galerkin

有限元法进行求解.方程( 4 ) , ( 5 )在区间[ a, b]上

的弱解由下式确定

∫
b

a
v ( x)

1
Δt

( z j ( x) -z j-1( x) ) +εz j ( x ) z j′( x ) +

　　μz j ( x) dx =0　( j =1, 2, …, p) , ( 6 )

其中 v ( x)是权函数.运用分部积分得

1
Δt∫

b

a
v ( x) z j ( x) dx +ε∫

b

a
v ( x) z j ( x) z j′( x)d x -

　　μ∫
b

a
v′( x ) z j″( x )dx =

　　 1
Δt∫

b

a
v ( x) z j-1( x) dx -μ( v ( x) z j″( x) )

b
a

　　　　( j =1, 2, …, p) . ( 7 )

　　把区间[ a, b]以步长 h=( b-a) /N ( N 为正整

数)等分为 N 个有限单元, 节点为 xi , 有

a = x0 < x 1 < … < xN =b.

四次 B 样条集合{Υ-2 , Υ-1 , …, ΥN+1}构成定义在

区间[ a, b]上的一组基函数, 其定义为
[ 10]

Υm( x ) = 1
h

4

0, [ a, xm-2 ] ,

( x -xm-2)
4
, [ x m-2 , xm-1] ,

( x -xm-2)
4
-5( x -x m-1 )

4
,

　　[ xm-1 , xm] ,

( x -xm-2)
4 -5( x -x m-1 )

4 +

　　10( x -x m)
4
, [ x m, x m+1 ] ,

( xm+3 -x)
4 -5( xm+2 -x )

4
,

　　[ xm+1 , xm+2 ] ,

( xm+3 -x)
4
, [ x m+2 , xm+3] ,

0, [ x m+3 , b] .

其中, h = xm+1 -xm , m =-2, -1, …, N +1.

Υm( x )在区间[ x m-2 , x m+3 ]以外的函数值为零.

函数 z j ( x)的近似解 z j
N

( x)根据四次B 样条函

数可写成

z j
N

( x) = ∑
N+1

m=-2
c

j
mΥm ( x) , ( 8 )

其中 c
j
m是待定系数.运用方程( 8 ) , 节点值 z j, m,

z j, m′及 z j, m″可根据系数 c
j
m表示为

z j, m = z j ( x m) =c
j
m-2+11c

j
m-1+11c

j
m+c

j
m+1 ,

z j, m′=z j′( xm) = 4
h

(-c
j
m-2-3c

j
m-1+3c

j
m+c

j
m+1) ,

z j, m″=z j″( x m) =12
h
2 ( c

j
m-2-c

j
m-1-c

j
m+c

j
m+1 ) .

由于 z j
N

( x)必须满足边界条件( 5 ) , 所以

c
j

-2 =-11c
j

-1-11c
j

0-c
j

1 ,

c
j

N+1 =-11c
j

N-2-11c
j

N-1-c
j

N.

因此, 近似解可表示为

z j
N
( x) = ∑

N

m=-1
c

j
mφm( x) . ( 9 )

其中

φ-1( x) =Υ-1( x) -11Υ-2( x ) ,

φ0( x) =Υ0( x) -11Υ-2( x) ,

φ1( x) =Υ1( x) -Υ-2( x) ,

φm( x ) =Υm( x ) 　( m =2, 3, …, N -3) ,

φN-2( x ) =ΥN-2( x) -ΥN+1( x) ,

φN-1( x ) =ΥN-1( x) -11ΥN+1( x) ,

φN ( x) =ΥN ( x ) -11ΥN+1( x) .

因此有 N+2个待定系数 c
j
m ( m=-1, 0, …, N) .

我们用 Galerkin 法构造方程 ( 7 )的近似解,

权函数 v ( x)选为

vm ( x) =φm ( x) 　( m =-1, 0, …, N) ,

则有 v( a) =v( b) =0, ( 7 )式可化为

1
Δt ∑

N

m=-1∫
b

a
φkφm dx c

j
m +

　　ε∑
N

n=-1 ∑
N

m=-1∫
b

a
φkφmφn′dx c

j
nc

j
m -

　　μ∑
N

m=-1∫
b

a
φk′φm″dx c

j
m = 1

Δt∫
b

a
φkz j-1 dx

　　( k =-1, 0, …, N;j =1, 2, …, p) .(10)

方程(10)写成矩阵形式为

1
Δt

Ac
j
+εB ( c

j
) c

j
-μCc

j
= 1
Δt

D
j-1

, (11)

其中 c
j =( c

j
-1 , c

j
0 , …, c

j

N )
T
, j=1, 2, …, p.

矩阵 A 、 B 、 C是( N +2) ×( N +2)阶的九对

角矩阵, D
j-1
是 N+2维的列向量.其中的定积分
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采用梯形求积法计算.对每一个 j值, 方程( 11)都

是含有 N +2个未知数的 N+2 阶非线性方程组,

采用牛顿法进行求解.

2　数值算例

采用四次 B 样条 Gale rkin 有限元法求解以下

算例, 分别为 KdV 方程的单孤子解和双孤子解.

例 1　考虑 KdV 方程的初边值问题

U t +εUU x +μU xxx =0　(0 ≤ x ≤2, t >0) ,

U ( x, 0) =3Csech2
( Ax +D) 　( 0 ≤ x ≤2) ,

U (0, t) =U(2, t) =0　( t >0) .

该问题的精确解为[ 11]

U( x, t) =3Csech2( Ax -B t +D) 　(0 ≤ x ≤2) ,

其中 C, D 是常数, A= εC/μ2, B =εAC.这是

KdV 方程的单孤子解.

例 2　考虑 KdV 方程的边值问题为

U(0, t) =U(4, t) =0　( t >0) .

初值由其精确解
[ 12]

U( x, t) =12μ( logF) xx 　(0 ≤ x ≤4)

在 t=0时得到, 其中

F =1+e
( η

1
)
+e

η
2 +

α1 -α2
α1 +α2

2

e
(η

1
+η

2
)
,

ηi =αi x -αi 3μt +bi 　( i =1, 2) ,

α1 = 0.3
μ

, 　 α2 = 0.1
μ

,

b1 =-0.48α1 , b2 =-1.07α2 .

3　数值结果与结论

为了便于和其它算法进行比较, 上述两个算例

均取以下参数值:

μ=4.84 ×10-4 , ε=1.0, D =-6.0, C =0.3.

　　表 1与表 2 中将四次 B 样条 Galerkin有限元

解(空间步长为 h=0.012 5, 时间步长分别为 Δt=

0.001, Δt=0.01)与精确解 、二次 B 样条 Galerkin

有限元解(空间步长为 h=0.012 5, 时间步长分别

为 Δt=0.001, Δt=0.01)进行了比较.表 3与表 4

中比较了表 1与表 2中数值解与精确解之间的绝对

误差.

表 1　算例 1在 t=0.01 时的数值解与精确解的比较

Table 1 Comparison of numerical and exact solutions o f the problem 1 at t=0.01

x

数值解( nume rical so lution)

Δt=0.001

本文方法 文献[ 8]

Δt=0.01

本文方法 文献[ 8 ]

精确解 ( e xact solution)

0.0 0.0　　　　 0.0　　　　 0.0　　　　 0.0　　　　 0.0　　　　

0.1 0.000 247 51 0.000 247 50 0.000 248 04 0.000 248 06 0.000 247 46

0.2 0.002 980 08 0.002 979 87 0.002 986 66 0.002 986 78 0.002 979 15

0.3 0.035 296 50 0.035 279 15 0.035 376 35 0.035 357 02 0.035 270 76

0.4 0.346 913 35 0.345 530 80 0.347 293 17 0.346 013 38 0.345 516 32

0.5 0.867 684 77 0.869 205 80 0.866 918 20 0.868 254 54 0.869 319 51

0.6 0.183 459 58 0.183 948 00 0.183 699 16 0.184 248 48 0.183 912 25

0.7 0.016 883 19 0.016 888 50 0.016 923 55 0.016 931 37 0.016 884 49

0.8 0.001 412 92 0.001 412 91 0.001 416 63 0.001 416 65 0.001 412 57

0.9 0.000 117 27 0.000 117 27 0.000 117 59 0.000 117 58 0.000 117 24

1.0 0.000 009 73 0.000 009 72 0.000 009 75 0.000 009 75 0.000 009 72

1.1 0.000 000 81 0.000 000 80 0.000 000 81 0.000 000 81 0.000 000 81

1.2 0.000 000 07 0.000 000 07 0.000 000 07 0.000 000 07 0.000 000 07

1.3 0.000 000 01 0.000 000 01 0.000 000 01 0.000 000 00 0.000 000 01

1.4 0.0 0.0 0.0 -0.000 000 01 0.0　　　　

1.5 0.0 0.0 0.0 0.000 000 12 0.0　　　　

1.6 0.0 0.0 0.0 0.000 004 78 0.0　　　　

1.7 0.0 0.0 0.0 0.000 026 93 0.0　　　　

1.8 0.0 0.0 0.0 -0.001 361 95 0.0　　　　

1.9 0.0 0.0 0.0 -0.030 661 42 0.0　　　　

2.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0　　　　
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表 2　算例 2在 t=0.01 时的数值解与精确解的比较

Table 2 Comparison of numerical and exact solutions o f the problem 2 at t=0.01

x

数值解 ( numerical so lution)

Δt=0.001

本文方法 文献[ 8]

Δt=0.01

本文方法 文献[ 8 ]

精确解 ( e xact solution)

0.0 0.0　　　　 0.0　　　　 0.0　　　　 0.0　　　　 0.0　　　　
0.2 0.001 362 49 0.001 362 39 0.001 361 71 0.001 361 90 0.001 361 52

0.4 0.163 069 97 0.162 769 50 0.163 907 04 0.163 565 41 0.155 998 64

0.6 0.074 572 67 0.074 652 29 0.074 484 37 0.074 568 50 0.076 450 28

0.8 0.001 344 48 0.001 344 46 0.001 345 99 0.001 345 97 0.001 344 42

1.0 0.012 847 11 0.012 845 84 0.012 846 83 0.012 845 63 0.012 817 55

1.2 0.113 250 19 0.113 216 10 0.113 249 72 0.113 215 78 0.112 334 26

1.4 0.050 456 04 0.050 471 62 0.050 454 71 0.050 470 27 0.050 846 59

1.6 0.003 566 45 0.003 566 54 0.003 566 60 0.003 566 71 0.003 568 98

1.8 0.000 204 03 0.000 204 03 0.000 204 05 0.000 204 05 0.000 204 04

2.0 0.000 011 52 0.000 011 52 0.000 011 52 0.000 011 52 0.000 011 52

2.2 0.000 000 65 0.000 000 65 0.000 000 65 0.000 000 65 0.000 000 65

2.4 0.000 000 04 0.000 000 04 0.000 000 04 0.000 000 04 0.000 000 04

2.6 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
2.8 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
3.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
3.2 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0
3.4 0.0 0.0 0.0 -0.000 000 01 0.0
3.6 0.0 0.0 0.0 0.000 004 78 0.0
3.8 0.0 0.0 0.0 -0.001 361 85 0.0
4.0 0.0 0.0 0.0 0.0 0.0

表 3　算例 1在 t=0.01时的绝对误差值

Table 3 Abso lute err or of the problem 1 at t=0.01

x

绝对误差( absolu te error)

Δt=0.001

本文方法 文献[ 8 ]

Δt=0.01

本文方法 文献[ 8 ]

0.0 0.0　　　　 0.0　　　　 0.0　　　　 0.0　　　　

0.1 0.000 000 05 0.000 000 04 0.000 000 58 0.000 000 60

0.2 0.000 000 93 0.000 000 72 0.000 007 51 0.000 007 63

0.3 0.000 025 74 0.000 008 39 0.000 105 59 0.000 086 26

0.4 0.001 397 03 0.000 068 28 0.001 776 85 0.000 497 06

0.5 0.001 634 74 0.000 113 71 0.002 401 31 0.001 064 97

0.6 0.000 452 67 0.000 035 75 0.000 213 09 0.000 336 23

0.7 0.000 001 30 0.000 004 01 0.000 039 06 0.000 046 88

0.8 0.000 000 35 0.000 000 34 0.000 004 06 0.000 004 08

0.9 0.000 000 03 0.000 000 03 0.000 000 35 0.000 000 34

1.0 0.000 000 01 0.0 0.000 000 03 0.000 000 03

1.1 0.0 0.000 000 01 0.0 0.0

1.2 0.0 0.0 0.0 0.0

1.3 0.0 0.0 0.0 0.000 000 01

1.4 0.0 0.0 0.0 0.000 000 01

1.5 0.0 0.0 0.0 0.000 000 12

1.6 0.0 0.0 0.0 0.000 004 78

1.7 0.0 0.0 0.0 0.000 026 93

1.8 0.0 0.0 0.0 0.001 361 95

1.9 0.0 0.0 0.0 0.030 661 42

2.0 0.0 0.0 0.0 0.0

表 4　算例 2在 t=0.01 时的绝对误差值

Table 4 Abso lute er ror of the problem 2 at t=0.01

x

绝对误差 ( absolute error)

Δt=0.001

本文方法 文献[ 8 ]

Δt=0.01

本文方法 文献[ 8 ]

0.0 0.0　　　　 0.0　　　　 0.0　　　　 0.0　　　　

0.2 0.000 000 97 0.000 000 87 0.000 000 19 0.000 000 38

0.4 0.007 071 33 0.006 770 86 0.007 908 40 0.007 566 77

0.6 0.001 877 61 0.001 797 99 0.001 965 91 0.001 881 78

0.8 0.000 000 06 0.000 000 04 0.000 001 57 0.000 001 55

1.0 0.000 029 56 0.000 028 29 0.000 029 28 0.000 028 08

1.2 0.000 915 93 0.000 881 84 0.000 915 46 0.000 881 52

1.4 0.000 390 55 0.000 374 97 0.000 391 88 0.000 376 32

1.6 0.000 002 53 0.000 002 44 0.000 002 38 0.000 002 27

1.8 0.000 000 01 0.000 000 01 0.000 000 01 0.000 000 01

2.0 0.0 0.0 0.0 0.0

2.2 0.0 0.0 0.0 0.0

2.4 0.0 0.0 0.0 0.0

2.6 0.0 0.0 0.0 0.0

2.8 0.0 0.0 0.0 0.0

3.0 0.0 0.0 0.0 0.0

3.2 0.0 0.0 0.0 0.0

3.4 0.0 0.0 0.0 0.000 000 01

3.6 0.0 0.0 0.0 0.000 004 78

3.8 0.0 0.0 0.0 0.001 361 85

4.0 0.0 0.0 0.0 0.0
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　　表 1 ～ 表 4的比较结果表明, 本文得到的有限

元解在方程解变化剧烈的区域精确度不及二次 B样

条Galerkin有限元解, 但在方程解变化平缓的区域

精确度高于二次 B 样条 Gale rkin 有限元解.在时

间步长比较小的情况下( Δt=0.001) , 所得到的有

限元解及二次 B 样条 Gale rkin 有限元解在小时间

值都和精确解符合得很好.更重要的是由表 1 ～

表 4可以看出, 在时间步长比较大的情况下( Δt=

0.01) , 即使小时间值, 二次 B样条 Galerkin有限

元解也在方程解变化平缓的区域出现振荡, 与精确

解有较大差异;而所构造的四次 B 样条 Galerkin

有限元解在整个求解区间都与精确解符合得很好.

算例 1与算例2数值解的模拟图像分别如图 1 、

图 2所示.

图 1　算例 1在 t=0.01, Δt=0.01时的

四次 B样条 Gale rkin 有限元解

Fig 1 The finite element solution of the problem 1

at t=0.01, Δt=0.01

图 2　算例 2在 t=0.01, Δt=0.01时的

四次 B样条 Gale rkin 有限元解

Fig 2 The finite element solution of the problem 2

at t=0.01, Δt=0.01
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