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摘要：设Ｒ是环，定义了（ｄ，ｎ）－余挠模与（ｄ，ｎ）－平坦模，并研究了这两类模的性质．证明了（Ｆｄ，ｎ，Ｃｄ，ｎ）是完全且遗传

的余挠理论，其中Ｆｄ，ｎ（Ｃｄ，ｎ）表示（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模类（（ｄ，ｎ）－余挠右－模类）．给出了这两类模在环的优越扩张下的等

价刻画．
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０　引言

文中所有的环均指有单位元的结合环，模指酉

模．设Ｒ是环，Ｌ是右Ｒ－模类，Ｍ 是右Ｒ－模，称

同态：Ｍ→Ｆ是Ｍ 的Ｌ－予包络，其中Ｆ∈Ｌ，如果

对任何同态ｆ：Ｍ→Ｆ′，其中Ｆ′∈Ｌ，存在同态ｇ：Ｆ
→Ｆ′，使得ｇ＝ｆ［１］．更进一步，当Ｆ＝Ｆ′，ｆ＝
时，ｇ是Ｍ 的 自 同 构，则 称Ｌ－予 包 络为Ｍ 的

Ｌ－包 络．对 偶 地，可 以 定 义 Ｌ－予 覆 盖 和 Ｌ－覆
盖［１］．模的覆 盖 和 包 络 的 概 念 在 环 模 理 论、同 调

代数和交 换 代 数 领 域 有 着 极 其 重 要 的 作 用．一 般

地，描述一个环 或 代 数Ｒ 上 的 所 有 模 几 乎 是 不 可

能的，因此，不得不把注意力集中在一些特殊的模

类上．一旦理解了模类Ｌ的结构，就可以设法由Ｌ
中的模去 逼 近 任 意 模 类．通 过 研 究 特 殊 的 模 类Ｌ
的性质，进而 去 研 究 整 个 模 范 畴，而 联 系 模 类Ｌ
和其他模类的桥梁是具有某种泛性质的模同态，即

模的予覆盖和予包络．
２０世纪７０年代后期，人们注意到这两个概念

与一个被称为是完全余挠理论的同调概念有着紧密

的联系．称一对右Ｒ－模类（Ｆ，Ｃ）是余挠理论，如果

Ｆ⊥＝Ｃ，⊥Ｃ＝Ｆ ［１］．称 余 挠 理 论（Ｆ，Ｃ）是 完 全 的，
如果每一个右Ｒ－模有特殊的Ｃ－予包络，每一个右

Ｒ－模有特殊 的Ｆ－予 覆 盖［２］．称 余 挠 理 论（Ｆ，Ｃ）是

２２
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遗传的，如果０→Ｌ′→Ｌ→Ｌ″→０是正合的，且Ｌ，

Ｌ″∈Ｆ，则Ｌ′∈Ｆ［３］．完全余挠理论被广泛关注和

研究［４－７］．
称右Ｒ－模Ｃ 是余挠模，如果对任意平坦右Ｒ－

模Ｆ，Ｅｘｔ１Ｒ（Ｆ，Ｃ）＝０［８］．Ｅｎｏｃｈｓ等［１］证 明 了 任

何环上的平坦右Ｒ－模类与余挠右Ｒ－模类可构成完

全余挠理论，于是证明了著名的平坦覆盖存在的猜

想：在任何环 上 的 每 一 个 模 有 平 坦 覆 盖［９］．Ｍａｏ
等［１０］定义了ｎ－余挠右Ｒ－模和ｎ－平坦右Ｒ－模．称右

Ｒ－模Ｍ 是ｎ－余挠模，如果对任意平 坦 右Ｒ－模Ｎ，
有Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｎ，Ｍ）＝０；称 右Ｒ－模Ｍ 是ｎ－平 坦 模，

如果对任 意 余 挠 右Ｒ－模Ｎ，有Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｎ）＝０．
同时，Ｍａｏ等［１０］证明了ｎ－余挠右Ｒ－模类和ｎ－平坦

右Ｒ－模类可以构成完全且遗传的余挠理论．
受以上文献的启发，本文定义两种新 的 模 类．

设ｎ，ｄ是固定的非负整数，令Ｆｄ 表示平坦维数小

于等于ｄ的右Ｒ－模类，称右Ｒ－模Ｍ 是（ｄ，ｎ）－余挠

模，如果对任何Ｎ∈Ｆｄ，Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｎ，Ｍ）＝０；称右

Ｒ－模Ｍ 是（ｄ，ｎ）－平坦模，如果对任何（ｄ，ｎ）－余挠

模Ｎ，Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｎ）＝０．文中研究了这两类模的性

质，证明了（Ｆｄ，ｎ），Ｃｄ，ｎ）是完全 且 遗 传 的 余 挠 理 论，

其中Ｆｄ，ｎ（Ｃｄ，ｎ）表示（ｄ，ｎ）－平坦 右Ｒ－模 类（（ｄ，ｎ）－
余挠右Ｒ－模类）．这样就把平坦余挠理推广到更多

情形．另外，还给出了这两类模在环的优越扩张下

的等价刻画．
如果…→Ｐ１→Ｐ０→Ｍ→０是 Ｍ 的 投 射 分 解，

令Ｋ０＝Ｍ，Ｋ１＝Ｋｅｒ（Ｐ０→Ｍ），Ｋｉ＝Ｋｅｒ（Ｐｉ－１→
Ｐｉ－２），ｉ≥２，称 该 投 射 分 解 的 第ｎ个 核Ｋｎ 为Ｍ
的第ｎ个合冲．对偶地，可定义 Ｍ 的 第ｎ个 上 合

冲Ｌｎ，ｎ≥１．文 中 所 涉 及 到 的 其 他 专 业 名 词 和 术

语均来自于文献［１，１１－１２］．

１　（ｄ，ｎ）－余挠模与（ｄ，ｎ）－平坦模的概念及

性质

设Ｍ 是右Ｒ－模，ｎ和ｄ 是 固 定 的 非 负 整 数，

Ｆｄ 表示平坦维数小于等于ｄ的右Ｒ－模类．
定义１　称右Ｒ－模Ｍ 是（ｄ，ｎ）－余挠模，如果

对任何Ｎ∈Ｆｄ，Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｎ，Ｍ）＝０．
　　定义２　称右Ｒ－模Ｍ 是（ｄ，ｎ）－平坦模，如果

对任何（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－模Ｎ，Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｎ）＝０．
注１：显然，若ｍ≤ｄ，则（ｄ，ｎ）－余挠模是（ｍ，ｎ）－余挠

模；Ｍ 是（０，０）－余 挠 模 当 且 仅 当 Ｍ 是 余 挠 模；Ｍ 是

（０，ｎ）－余挠模当且仅当Ｍ 是ｎ－余挠模．Ｍ 是（０，０）－平坦模

当且仅当Ｍ 是平坦模；（ｍ，ｎ）－平坦模是（ｄ，ｎ）－平坦模；Ｍ
是（０，ｎ）－平坦模当且仅当Ｍ 是ｎ－平坦模．

命题１　设０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０是短正合列，
（１）若Ａ是（ｄ，ｎ）－余挠模，Ｂ是（ｄ＋１，ｎ）－

余挠模，则Ｃ是（ｄ＋１，ｎ）－余挠模；
（２）若Ｂ是（ｄ，ｎ）－平 坦 模，Ｃ是（ｄ＋１，ｎ）－

平坦模，则Ａ是（ｄ，ｎ）－平坦模．
证明　（１）设Ｎ∈Ｆｄ＋１，则有正合列０→Ｋ→

Ｐ→Ｎ→０，其中Ｐ为投射右Ｒ－模，则Ｋ∈Ｆｄ．由

长正 合 列０＝Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｋ，Ａ）→Ｅｘｔ　ｎ＋２Ｒ （Ｎ，Ａ）→
Ｅｘｔ　ｎ＋２Ｒ （Ｐ，Ａ）＝０，得Ｅｘｔ　ｎ＋２Ｒ （Ｎ，Ａ）＝０．另外，由

长正 合 列０＝Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｎ，Ｂ）→Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｎ，Ｃ）→
Ｅｘｔ　ｎ＋２Ｒ （Ｎ，Ａ）＝０，得Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｎ，Ｃ）＝０．故Ｃ是

（ｄ＋１，ｎ）－余挠模．
（２）设Ｎ 是（ｄ，ｎ）－余 挠 模，则 有 长 正 合 列

０＝Ｅｘｔ１Ｒ（Ｂ，Ｎ）→Ｅｘｔ１Ｒ（Ａ，Ｎ）→Ｅｘｔ２Ｒ（Ｃ，Ｎ），对于

短正合列０→Ｎ→Ｅ→Ｅ／Ｎ→０，其中Ｅ是内射模，
由（１）知，Ｅ／Ｎ 是（ｄ＋１，ｎ）－余 挠 模．由 于Ｃ是

（ｄ＋１，ｎ）－平 坦 模，故Ｅｘｔ２Ｒ（Ｃ，Ｎ）Ｅｘｔ１Ｒ（Ｃ，Ｅ／

Ｎ）＝０，则Ｅｘｔ１Ｒ（Ａ，Ｎ）＝０．所以Ａ是（ｄ，ｎ）－平坦

模．　　】
命题２　对于任意环Ｒ，以下结论成立：
（１）对于任意非负 整 数ｍ≤ｎ，（ｄ，ｍ）－余 挠

模是（ｄ，ｎ）－余挠模，（ｄ，ｎ）－平坦模是（ｄ，ｍ）－平坦

模；
（２）任意（ｄ，ｎ＋ｍ）－余挠模的第ｍ 个上合冲

是（ｄ，ｎ）－余挠模；
（３）如果Ｍ 是一个（ｄ，ｎ）－平坦模，则对任何

整数ｊ≥０，ｍ≥０及任何（ｄ，ｎ＋ｍ）－余 挠 模Ｎ，有

Ｅｘｔ　ｊ＋ｍ＋１Ｒ （Ｍ，Ｎ）＝０；
（４）任 意（ｄ，ｎ）－平 坦 模 的 第ｍ 个 合 冲 是

（ｄ，ｎ＋ｍ）－平坦模；
（５）右Ｒ－模Ｍ 是（ｄ，ｎ）－余 挠 模 当 且 仅 当 存

在正合列０→Ｍ→Ｅ０→…→Ｅｎ→０，其中每一个Ｅｉ

是（ｄ，０）－余挠右Ｒ－模，ｉ＝０，１，…，ｎ；
（６）Ｃｄ，ｎ关于单同态的余核封闭，Ｆｄ，ｎ关于满

同态的核封闭，其中Ｃｄ，ｎ（Ｆｄ，ｎ）表示（ｄ，ｎ）－余挠右

Ｒ－模类（（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模类）．
证明　（１）设Ｍ 是一个（ｄ，ｍ）－余挠右Ｒ－模，

Ｎ∈Ｆｄ，则 对 任 何ｍ≤ｎ，Ｎ 的 第（ｎ－ｍ）个 合 冲

Ｋｎ－ｍ∈Ｆｄ，故Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｎ，Ｍ）Ｅｘｔ　ｍ＋１Ｒ （Ｋｎ－ｍ，Ｍ）

＝０，从 而 Ｍ 是（ｄ，ｎ）－余 挠 模．另 外，由 定 义 可

知，每一个（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模是（ｄ，ｍ）－平坦右Ｒ－

３２
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模．
（２）设 Ｍ 是 一 个（ｄ，ｎ＋ｍ）－余 挠 右Ｒ－模，

Ｌｍ 是Ｍ 的 第ｍ 个 上 合 冲，则 对 任 何Ｎ∈Ｆｄ，有

０＝Ｅｘｔ　ｍ＋ｎ＋１Ｒ （Ｎ，Ｍ）Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｎ，Ｌｍ），从 而Ｌｍ 是

（ｄ，ｎ）－余挠模．
（３）对 任 意（ｄ，ｎ＋ｍ）－余 挠 右Ｒ－模Ｎ，由

（２）知，Ｎ 的 第ｍ 个 上 合 冲Ｌｍ 是（ｄ，ｎ）－余 挠 右

Ｒ－模，故Ｅｘｔ　ｍ＋１Ｒ （Ｍ，Ｎ）Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｌｍ）＝０．对于

正合列０→Ｎ→Ｅ→Ｌ１→０，其 中Ｅ 是 内 射 模，由

（１）知，Ｎ 是（ｄ，ｎ＋ｍ＋１）－余挠模，又由（２）知，

Ｌ１ 是（ｄ，ｎ＋ｍ）－余 挠 模．故 Ｅｘｔ　ｍ＋２Ｒ （Ｍ，Ｎ）
Ｅｘｔ　ｍ＋１Ｒ （Ｍ，Ｌ１）＝０．所以通过数学归纳可以得证．

（４）设Ｍ 是任意（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模，Ｋｍ 是

Ｍ 的第ｍ 个合 冲．由（３）知，对 任 何（ｄ，ｎ＋ｍ）－
余挠右Ｒ－模Ｎ，有Ｅｘｔ１Ｒ（Ｋｍ，Ｎ）Ｅｘｔ　ｍ＋１Ｒ （Ｍ，Ｎ）＝０，
所以Ｋｍ 是（ｄ，ｎ＋ｍ）－平坦模．

（５）由（２）知，（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－模的第ｎ个

上合冲是（ｄ，０）－余 挠 右Ｒ－模，必 要 性 得 证．对 任

何Ｎ∈Ｆｄ，有Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｎ，Ｍ）Ｅｘｔ１Ｒ（Ｎ，Ｅｎ）＝０，
充分性得证．

（６）考虑短正合０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０，其中Ａ，Ｂ
是（ｄ，ｎ）－余 挠 右 Ｒ－模．对 任 何 Ｎ ∈Ｆｄ，０＝
Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｎ，Ｂ）→Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｎ，Ｃ）→Ｅｘｔ　ｎ＋２Ｒ （Ｎ，Ａ）＝０，
从而Ｃ是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－模，故Ｃｄ，ｎ关于单同 态

的余核封闭．考虑短正 合０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０，其 中

Ｂ，Ｃ是（ｄ，ｎ）－平 坦 右Ｒ－模．对 任 何 Ｍ∈Ｃｄ，ｎ，有

０＝Ｅｘｔ１Ｒ（Ｂ，Ｍ）→Ｅｘｔ１Ｒ（Ａ，Ｍ）→Ｅｘｔ２Ｒ（Ｃ，Ｍ）＝０，
从而Ｃ是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模，故Ｆｄ，ｎ关于满同态

的核封闭．　　】
命题３　设ｄ，ｎ是固定的非负整数，环Ｒ使得

每一个投射右Ｒ－模是（ｄ，ｎ）－余挠模，则对于右Ｒ－
模Ｍ，以下结论等价：

（１）Ｍ 是（ｄ，ｎ）－平坦模；
（２）若０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０是正合序列，且Ａ∈

Ｃｄ，ｎ，则Ｍ 关于此正合序列是投射的；
（３）对于每 一 个 正 合 列０→Ｋ→Ｆ→Ｍ→０，

若Ｆ∈Ｃｄ，ｎ，则Ｋ→Ｆ是Ｋ 的Ｃｄ，ｎ予包络；
（４）Ｍ 是Ｃｄ，ｎ予 包 络Ｋ→Ｆ的 余 核，其 中Ｆ

是投射模；
（５）对任何投射分解Ｐ＝：…Ｐ１→Ｐ０→Ｍ→０

及任何右Ｒ－模Ｎ∈Ｃｄ，ｎ，Ｈｏｍ（Ｐ，Ｎ）是正合的．
证明　（１）（２），（１）（３）显然．
（２）（１）．对任何Ｎ∈Ｃｄ，ｎ及 正 合 列０→

Ｎ→Ｅ→Ｌ→０，其 中Ｅ 是 内 射 模，有 长 正 合 序 列

Ｈｏｍ（Ｍ，Ｅ）→Ｈｏｍ（Ｍ，Ｌ）→Ｅｘｔ１Ｒ （Ｍ，Ｎ）→
Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｅ）＝０．由（２）知，有 正 合 列 Ｈｏｍ（Ｍ，

Ｅ）→Ｈｏｍ（Ｍ，Ｌ）→０，故Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｎ）＝０，从而Ｍ
是（ｄ，ｎ）－平坦模．

（３）（４）．设０→Ｋ→Ｐ→Ｍ→０是 正 合

列，其中Ｐ是投射模．由已知条件知Ｐ∈Ｃｄ，ｎ，故

由（３）知，Ｋ→Ｐ是Ｃｄ，ｎ予包络．
（４）（１）．由（４）知，存在正合列０→Ｋ

→Ｐ→Ｍ→０，其中Ｐ是投射模，Ｋ→Ｐ是Ｃｄ，ｎ予包

络．对任何Ｎ∈Ｃｄ，ｎ，有长正合列

Ｈｏｍ（Ｐ，Ｎ）→ Ｈｏｍ（Ｋ，Ｎ）→Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｎ）→
　　Ｅｘｔ１Ｒ（Ｐ，Ｎ）＝０．

而由（４）知，有正合列 Ｈｏｍ（Ｐ，Ｎ）→Ｈｏｍ（Ｋ，Ｎ）

→０．故Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｎ）＝０．
（１）（５）．设Ｎ∈Ｃｄ，ｎ，Ｐ＝：…→Ｐ１→Ｐ０

→Ｍ→０是Ｍ 的投射分解．因为Ｍ 是（ｄ，ｎ）－平坦

模，故由命题２（３）知，Ｅｘｔ　ｊＲ（Ｍ，Ｎ）＝０，ｊ≥１．故

Ｈｏｍ（Ｐ，Ｎ）是正合的．
（５）（１）．设Ｐ＝：…→Ｐ１→Ｐ０→Ｍ→０

是Ｍ 的投射分解，由（５）知，对任何Ｎ∈Ｃｄ，ｎ，序

列 Ｈｏｍ（Ｐ０，Ｎ）→Ｈｏｍ（Ｐ１，Ｎ）→Ｈｏｍ（Ｐ２，Ｎ）是

正合的．故Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｎ）＝０．　　】
设（Ｍα）α＜λ（λ是序数）是右Ｒ－模Ｍ 子模组，称

（Ｍα）α＜λ是子模 的 连 续 链，如 果 当α≤β＜λ时，有

Ｍα≤Ｍβ；当β＜λ是极限数时，有Ｍβ＝∪
γ＜β

Ｍγ［１］．

引理１［１０］　设 Ｍ，Ｎ 是 右Ｒ－模，ｎ是 正 整 数，

Ｍ 是子 模 的 连 续 链（Ｍα）α＜λ的 并．如 果Ｅｘｔ　ｎＲ（Ｍ０，

Ｎ）＝０且对任意α＋１＜λ，Ｅｘｔ　ｎＲ（Ｍα＋１／Ｍα，Ｎ）＝０，
则Ｅｘｔ　ｎＲ（Ｍ，Ｎ）＝０．

定理１　设Ｒ是 环，ｎ，ｄ是 固 定 的 非 负 整 数，
则（Ｆｄ，ｎ，Ｃｄ，ｎ）是完全遗传的余挠理论．

证明　设Ｆ∈Ｆｄ，由文献［１］引理５．３．１２知，
若Ｃａｒｄ　Ｒ≤β，则对每一个ｘ∈Ｆ，存在Ｆ的 纯

子模Ｓ，使 得ｘ∈Ｓ且Ｃａｒｄ　Ｓ≤β．故 可 以 将Ｆ
写成它的纯子模连续链（Ｆα）α＜λ的并，使得ＣａｒｄＦ０
≤β，ＣａｒｄＦα＋１／Ｆα≤β，其 中α＋１＜λ．由 引 理

１，如果Ｎ 是右Ｒ－模，使得Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｆ０，Ｎ）＝０及

Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｆα＋１／Ｆα，Ｎ）＝０，其中α＋１＜λ，则Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ

（Ｆ，Ｎ）＝０．记ＦＩ 为Ｆ 的第ｎ个合 冲，则Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ

（Ｆ，Ｎ）＝０当 且 仅 当Ｅｘｔ１Ｒ（ＦＩ，Ｎ）＝０．令Ｘ 为 所

有右Ｒ－模Ｇ 的第ｎ个合冲的表示集，其中Ｇ∈Ｆｄ，

４２
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且ＣａｒｄＧ≤β，则Ｃｄ，ｎ＝Ｘ⊥，所以由文献［１］定

理７．４．１知，（Ｆｄ，ｎ，Ｃｄ，ｎ）是完全的余挠理论．
另外，若０→Ａ→Ｂ→Ｃ→０正 合，且Ａ，Ｂ∈

Ｃｄ，ｎ，则由命题２（６）知Ｃ∈Ｃｄ，ｎ．故由文献［３］命

题１．２知，（Ｆｄ，ｎ，Ｃｄ，ｎ）是遗传的余挠理论．　　】
注２：由定理１和文献［１］定理７．２．６知，如果Ｆｄ，ｎ关

于正向极 限 封 闭，则 每 一 个 右Ｒ－模 有（ｄ，ｎ）－平 坦 覆 盖 和

（ｄ，ｎ）－余挠包络．

２　环的扩张

设Ｒ和Ｓ是环，且ＲＳ，它们有相同的单位

元．
（１）称环Ｓ≥Ｒ为 有 限 正 规 扩 张，如 果 存 在

有限集合｛ｓ１，…，ｓｎ｝Ｓ，使得

Ｓ＝∑
ｎ

ｉ＝１
ｓｉＲ，ｓｉＲ ＝Ｒｓｉ，ｉ＝１，２，…，ｎ．

　　（２）称有限正规扩张Ｓ≥Ｒ为几乎优越扩张，
如果ＲＳ是平坦模，ＳＲ 是投射模，且环Ｓ是右Ｒ－投

射的．
（３）称几 乎 优 越 扩 张Ｓ≥Ｒ为 优 越 扩 张，如

果ＲＳ和ＳＲ 是自由模，且都以｛ｓ１，…，ｓｎ｝为基．
优越扩张包括了环Ｒ上的全矩阵环Ｍｎ（Ｒ）［１３］

和有限群Ｇ（Ｇ －１∈Ｒ）的斜群环Ｒ＊Ｇ［１４］．
定理２　设Ｓ≥Ｒ 为 优 越 扩 张，则 对 任 何 右

Ｓ－模Ｍ，以下条件等价：
（１）ＭＲ 是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－模；
（２）ＨｏｍＲ（Ｓ，Ｍ）是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－模；
（３）ＨｏｍＲ（Ｓ，Ｍ）是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｓ－模；
（４）ＭＳ 是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｓ－模．
证明　（１）（３）．设Ｆ是 任 意 一 个 平 坦

维数小于 等 于ｄ 的 右Ｓ－模，则 有 正 合 列０→Ｆｄ→
Ｆｄ－１→…→Ｆ０→Ｆ→０，其 中Ｆｉ 是 平 坦 右Ｓ－模，

ｉ＝１，２，…，ｄ．由 文 献［１２］知，Ｆｉ 也 是 平 坦 右

Ｒ－模，故Ｆ 也 是 平 坦 维 数 小 于 等 于ｄ 的 右Ｒ－模．
所以Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｓ （Ｆ，ＨｏｍＲ（Ｓ，Ｍ））Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （ＦＳＳ，Ｍ）

Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｆ，Ｍ）＝０，由 文 献［１５］命 题９．２１及

（１），ＨｏｍＲ（Ｓ，Ｍ）是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｓ－模．
（３）（４）．因为ＭＳ 是 ＨｏｍＲ（Ｓ，Ｍ）的直

和因子，所以ＭＳ 是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｓ－模．
（４）（１）．设Ｆ 是 任 意 一 个 平 坦 维 数 小

于等于ｄ 的 右Ｒ－模，则 有 正 合 序 列０→Ｆｄ→Ｆｄ－１
→…→Ｆ０→Ｆ→０，其 中Ｆｉ 是 平 坦 右Ｒ－模，ｉ＝１，

２，…，ｄ．因为Ｓ是 自 由 左Ｒ－模，所 以０→ＦｄＲＳ

→…→Ｆ０ＲＳ→ＦＲＳ→０是 正 合 的，且ＦｉＲＳ
是平坦右Ｓ－模，故ＦＲＳ 是一个平坦 维 数 小 于 等

于ｄ 的 右Ｓ－模．而 Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｆ，Ｍ）Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｆ，

ＨｏｍＳ（Ｓ，Ｍ））Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｓ （ＦＲＳ，Ｍ）＝０，由 文 献

［１５］命题９．２１及（４），ＭＲ 是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－模．
由（１）（３）（４）可 以 得 到（２）

（３）．　　】
定理３　设Ｓ≥Ｒ 为 优 越 扩 张，则 对 任 何 右

Ｓ－模Ｎ，以下条件等价：
（１）ＮＲ 是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模；
（２）ＮＲＳ是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模；
（３）ＮＲＳ是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｓ－模；
（４）ＮＳ 是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｓ－模．
证明　（１） （３）．设 Ｍ 是 任 意 一 个

（ｄ，ｎ）－余挠右Ｓ－模，而

Ｅｘｔ１Ｓ（Ｎ ＲＳ，Ｍ）Ｅｘｔ１Ｒ（Ｎ，ＨｏｍＳ（Ｓ，Ｍ））
　　Ｅｘｔ１Ｒ（Ｎ，Ｍ）＝０，

由定理２知，Ｍ 也 是（ｄ，ｎ）－余 挠 右Ｒ－模，所 以

ＮＲＳ是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｓ－模．
（３）（４）．因 为ＮＳ 是ＮＲＳ 的 直 和 因

子，所以ＮＳ 是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｓ－模．
（４）（１）．设Ｍ 是任意一个（ｄ，ｎ）－余挠

右Ｒ－模，由定理２知，ＨｏｍＳ（Ｓ，Ｍ）是（ｄ，ｎ）－余挠

右Ｓ－模，所 以Ｅｘｔ１Ｒ（Ｎ，Ｍ）Ｅｘｔ１Ｒ（ＮＳＳ，Ｍ）
Ｅｘｔ１Ｓ（Ｎ，ＨｏｍＲ（Ｓ，Ｍ））＝０，故ＮＲ 是（ｄ，ｎ）－平 坦

右Ｒ－模．
由以上证明容易得到（２）（３）．　　】
推论１　设Ｒ是环，ｎ是任意正整数，则对任

何右Ｍｎ（Ｒ）－模Ｍ，以下条件等价：
（１）ＭＲ 是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－模；
（２）ＨｏｍＲ （Ｍｎ（Ｒ），Ｍ）是（ｄ，ｎ）－余 挠 右

Ｒ－模；
（３）ＨｏｍＲ （Ｍｎ（Ｒ），Ｍ）是 （ｄ，ｎ）余 挠 右

Ｍｎ（Ｒ）－模；
（４）ＭＭｎ（Ｒ）是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｍｎ（Ｒ）－模．
推论２　设Ｒ是环，ｎ是任意正整数，则对任

何右Ｍｎ（Ｒ）－模Ｎ，以下条件等价：
（１）ＮＲ 是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模；
（２）ＮＲＭｎ（Ｒ）是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模；
（３）ＮＲＭｎ（Ｒ）是（ｄ，ｎ）－平 坦 右Ｍｎ（Ｒ）－

模；
（４）ＮＭｎ（Ｒ）是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｍｎ（Ｒ）－模．
推论３　设Ｒ＊Ｇ是斜群环，其中Ｇ是有限群，

５２
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Ｇ －１∈Ｒ，则 对 任 何 右Ｒ＊Ｇ－模Ｍ，以 下 条 件 等

价：
（１）ＭＲ 是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－模；
（２）ＨｏｍＲ（Ｒ＊Ｇ，Ｍ）是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－模；
（３）ＨｏｍＲ（Ｒ＊Ｇ，Ｍ）是（ｄ，ｎ）－余 挠 右Ｒ＊Ｇ－

模；
（４）ＭＲ＊Ｇ是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ＊Ｇ－模．
推论４　设Ｒ＊Ｇ是斜群环，其中Ｇ是有限群，

Ｇ －１∈Ｒ，则 对 任 何 右Ｒ＊Ｇ－模Ｎ，以 下 条 件 等

价：
（１）ＮＲ 是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模；
（２）ＮＲ（Ｒ＊Ｇ）是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模；
（３）ＮＲ（Ｒ＊Ｇ）是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ＊Ｇ－模；
（４）ＮＲ＊Ｇ是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ＊Ｇ－模．
定理４　设Ｒ 和Ｓ 是 等 价 环，Ｆ：Ｒ－Ｍｏｄ→Ｓ－

Ｍｏｄ和Ｇ：Ｓ－Ｍｏｄ→Ｒ－Ｍｏｄ是等价函子，则以下结

论成立：
（１）Ｍ 是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－模当且仅当Ｆ（Ｍ）

是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｓ－模；
（２）Ｎ 是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模当且仅当Ｆ（Ｎ）

是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｓ－模．
证明　（１）．设Ｐ是一个平坦维数小于

等于ｄ的右Ｓ－模，珚Ｐ＝：…→Ｐ１→Ｐ０→Ｐ→０是Ｐ
的投射分解．由于Ｇ（Ｐ）是平坦维数小于等于ｄ的

右Ｒ－模，所以

Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｓ （Ｐ，Ｆ（Ｍ））＝Ｈｎ＋１（ＨｏｍＳ（珚Ｐ，Ｆ（Ｍ））
　　Ｈｎ＋１（ＨｏｍＲ（Ｇ（珚Ｐ），Ｍ））＝
　　Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｇ（Ｐ），Ｍ）＝０，

故Ｆ（Ｍ）是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｓ－模．
　　．由Ｇ（Ｆ（Ｍ））Ｍ 得．

（２）．设Ｍ 是任意一个（ｄ，ｎ）－余挠右Ｓ－
模，Ｅ＝０：→Ｍ→Ｅ０→Ｅ１→…是 Ｍ 的 内 射 分 解，
有

Ｅｘｔ１Ｓ（Ｆ（Ｎ），Ｍ）＝Ｈ１（ＨｏｍＳ（Ｆ（Ｎ），Ｅ）
　　Ｈ１（ＨｏｍＲ（Ｎ，Ｇ（Ｅ））＝Ｅｘｔ１Ｒ（Ｎ，Ｇ（Ｍ）），

由（１）知 Ｇ（Ｍ）是 （ｄ，ｎ）－余 挠 右Ｒ－模，所 以

Ｅｘｔ１Ｒ（Ｎ，Ｇ（Ｍ））＝０，故Ｆ（Ｎ）是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｓ－
模．
　　．由Ｇ（Ｆ（Ｎ））Ｎ 得．　　】

推论５　设Ｒ是 环，ｅ∈Ｒ 是 非 零 幂 等 元，如

果ＲｅＲ＝Ｒ，则有：
（１）对任 何 右Ｒ－模Ｍ，Ｍ 是（ｄ，ｎ）－余 挠 右

Ｒ－模当且仅当ＭＲＲｅ是（ｄ，ｎ）－余挠右ｅＲｅ－模；
（２）对任何右ｅＲｅ－模Ｍ，Ｍ 是（ｄ，ｎ）－余挠右

ｅＲｅ－模当且仅当ＭｅＲｅｅＲ 是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－模；
（３）对 任 何 右Ｒ－模Ｎ，Ｎ 是（ｄ，ｎ）－平 坦 右

Ｒ－模当且仅当ＭＲＲｅ是（ｄ，ｎ）－平坦右ｅＲｅ－模；
（４）对任何右ｅＲｅ－模Ｎ，Ｎ 是（ｄ，ｎ）－平坦右

ｅＲｅ－模当且仅当ＭｅＲｅｅＲ 是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模．
推论６　设Ｒ是环，ｎ≥１是自然数，则有：
（１）对任 何 右Ｒ－模Ｍ，Ｍ 是（ｄ，ｎ）－余 挠 右

Ｒ－模 当 且 仅 当 Ｍ ＲＭｎ（Ｒ）ｅｉｉ 是（ｄ，ｎ）－余 挠 右

Ｍｎ（Ｒ）－模；
（２）对任何右Ｍｎ（Ｒ）－模Ｍ，Ｍ 是（ｄ，ｎ）－余

挠 右 Ｍｎ（Ｒ）－模 当 且 仅 当 Ｍ Ｍｎ（Ｒ）ｅｉｉＭｎ（Ｒ）是

（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－模；
（３）对 任 何 右Ｒ－模Ｎ，Ｎ 是（ｄ，ｎ）－平 坦 右

Ｒ－模 当 且 仅 当 Ｍ ＲＭｎ（Ｒ）ｅｉｉ 是（ｄ，ｎ）－平 坦 右

Ｍｎ（Ｒ）－模；
（４）对任何右Ｍｎ（Ｒ）－模Ｎ，Ｎ 是（ｄ，ｎ）－平

坦 右 Ｍｎ（Ｒ）－模 当 且 仅 当 Ｍ Ｍｎ（Ｒ）ｅｉｉＭｎ（Ｒ）是

（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模．
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