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摘要：设Ｒ是环，研究了（ｄ，ｎ）－余挠模和（ｄ，ｎ）－平坦模的应用，证明了每一个 右Ｒ－模 是（ｄ，ｎ）－余 挠 模 当 且 仅 当 每 一

个（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模是（ｄ，ｎ）－余挠模；对偶地，证明了每一个右Ｒ－模是（ｄ，ｎ）－平坦模当且仅当每一个循环右Ｒ－模是

（ｄ，ｎ）－平坦模．最后给出了这两类模在多项式环下的等价刻画．
关键词：（ｄ，ｎ）－余挠模；（ｄ，ｎ）－平坦模；多项式环；平坦维数；余挠覆盖
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０　引言

除非特别声明，文中所有环均指有单位元的结

合环，模指酉模．称右Ｒ－模Ｃ 是余挠模［１］，如果

对任意平坦右Ｒ－模Ｆ，Ｅｘｔ１Ｒ（Ｆ，Ｃ）＝０．我们知道，
应用余挠模可以刻画右完全环：Ｒ是右完全环当且

仅当每一个（平 坦）右Ｒ－模 是 余 挠 模 当 且 仅 当 每 一

个平坦右Ｒ－模是投射模当且仅当每一个平坦右Ｒ－
模有余挠包络，且它有唯一映射性质（见文献［２］
命题３．３．１和 文 献［３］命 题２．１８）．Ｍａｏ等［４］定

义了ｎ－余挠右Ｒ－模和ｎ－平坦右Ｒ－模．称右Ｒ－模Ｍ
是ｎ－余 挠 模，如 果 对 任 意 平 坦 右 Ｒ－模 Ｎ 有

Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｎ，Ｍ）＝０；称 右Ｒ－模Ｍ 是ｎ－平 坦 模，如

果对任意ｎ－余挠 模 右Ｒ－模Ｎ 有Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｎ）＝０．
文献［４］证 明 了：每 一 个 右Ｒ－模 是ｎ－余 挠 模 当 且

仅当每一个ｎ－平坦右Ｒ－模是ｎ－余挠模 当 且 仅 当 每

一个（ｎ－平坦）右Ｒ－模 有 具 有 唯 一 映 射 性 质 的ｎ－余

挠包络．Ｗｕ［５］将ｎ－余 挠 模 和ｎ－平 坦 模 进 行 推 广，
得到了（ｄ，ｎ）－余 挠 模 和（ｄ，ｎ）－平 坦 模，并 研 究 了

这两类模的性质，证明了（Ｆｄ，ｎ，Ｃｄ，ｎ）是完全且遗传

的余挠理 论，其 中Ｆｄ，ｎ（Ｃｄ，ｎ）表 示（ｄ，ｎ）－平 坦 右

Ｒ－模类（（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－模类）．
受以上文 献 的 启 发，文 中 应 用（ｄ，ｎ）－余 挠 模

和（ｄ，ｎ）－平 坦 模 刻 画 这 样 的 环Ｒ，使 得 每 一 个 右

２２
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Ｒ－模是（ｄ，ｎ）－余 挠 模．证 明 了：每 一 个 右Ｒ－模 是

（ｄ，ｎ）－余挠模当且仅当每一个（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模

是（ｄ，ｎ）－余 挠 模 当 且 仅 当 每 一 个 平 坦 维 数 小 于 等

于ｄ的右Ｒ－模Ｍ 属于Ｐｎ（Ｐｎ 表示投射维数小于等

于ｎ的右Ｒ－模类）当且仅当对任意ｍ（０≤ｍ≤ｎ）及

任何（ｄ，ｎ－ｍ）－平坦右Ｒ－模Ｍ，有Ｍ∈Ｐｍ．对偶

地，证明了每一个右Ｒ－模 是（ｄ，ｎ）－平 坦 模 当 且 仅

当每一个循环右Ｒ－模是（ｄ，ｎ）－平 坦 模 当 且 仅 当 每

一个（（ｄ，ｎ）－余挠）右Ｒ－模有具 有 唯 一 映 射 性 质 的

（ｄ，ｎ）－平 坦 覆 盖．另 外，给 出 了 这 两 类 模 在 多 项

式环下的等价刻画．

１　预备知识

设Ｍ 是右Ｒ－模，ｎ和ｄ 是 固 定 的 非 负 整 数，

Ｆｄ 表示平坦维数小于等于ｄ的右Ｒ－模类，Ｐｎ 表示

投射维数小于等于ｎ的右Ｒ－模类．
定义１［５］　称右Ｒ－模Ｍ 是（ｄ，ｎ）－余挠模，如

果对任 意 Ｎ∈Ｆｄ，Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｎ，Ｍ）＝０；称 右Ｒ－模

Ｍ 是（ｄ，ｎ）－平 坦 模，如 果 对 任 何（ｄ，ｎ）－余 挠 右

Ｒ－模Ｎ，Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｎ）＝０．
命题１［５］　对于任意环Ｒ，以下结论成立：
（１）如果Ｍ 是一个（ｄ，ｎ）－平坦模，则对任何

整数ｊ≥０，ｍ≥０及任意（ｄ，ｎ＋ｍ）－余 挠 模Ｎ，有

Ｅｘｔ　ｊ＋ｍ＋１Ｒ （Ｍ，Ｎ）＝０．
（２）右Ｒ－模Ｍ 是（ｄ，ｎ）－余 挠 模 当 且 仅 当 存

在正合列０→Ｍ→Ｅ０→…→Ｅｎ→０，其中每一个Ｅｉ

是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－模，ｉ＝０，１，…，ｎ．
（３）Ｃｄ，ｎ关于单同态余核封闭，Ｆｄ，ｎ关于满同

态核封闭．
定理１［５］　设Ｒ是环，ｎ和ｄ是固定的非负整

数，则（Ｆｄ，ｎ，Ｃｄ，ｎ）是完全遗传的余挠理论．
定义２［６］　称Ｃ－包络：Ｍ→Ｆ具有唯一映射

性质，如 果 对 任 意 同 态ｆ：Ｍ→Ｆ′，其 中Ｆ′∈Ｃ，
且存在唯一的同态ｇ：Ｆ→Ｆ′，使得ｇ＝ｆ．

定理２［７］　设Ｒ 是 环，则（Ｐｎ，Ｐ⊥
ｎ ）是 完 全 遗

传的余挠理论．
文中涉及的其他专业名词和术语均来自于文献

［８－１２］．

２　（ｄ，ｎ）－余挠模与（ｄ，ｎ）－平坦模的应用

以下σＭ：Ｍ→Ｃｄ，ｎ（Ｍ）表示右Ｒ－模Ｍ 的（ｄ，ｎ）－
余挠 包 络，ηＭ：Ｆｄ，ｎ（Ｍ）→Ｍ 表 示 右Ｒ－模 Ｍ 的

（ｄ，ｎ）－平坦覆盖，Ｐｄ（Ｍ）表示模Ｍ 的投射维数．

定理３　设Ｒ是 环，ｎ，ｄ是 固 定 的 非 负 整 数，

则以下条件等价：
（１）每一个右Ｒ－模是（ｄ，ｎ）－余挠模．
（２）每一个（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模是（ｄ，ｎ）－余挠

模．
（３）每一个（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模是投射模．
（４）每一个平坦维数小于等于ｄ的右Ｒ－模属

于Ｐｎ．
（５）若右Ｒ－模Ｍ 属 于Ｐ⊥

ｎ ，则 Ｍ 是（ｄ，０）－
余挠模．

（６）每一个（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模有具有唯一映

射性质的（ｄ，ｎ）－余挠包络．
（７）对任意的右Ｒ－模Ｍ 及任意的０≤ｍ≤ｎ，

若Ｍ∈Ｆｄ，ｎ－ｍ，则Ｍ∈Ｐｍ．
（８）对任 意 的 右Ｒ－模Ｍ，若 存 在０≤ｍ≤ｎ

使得Ｍ∈Ｆｄ，ｎ－ｍ，则Ｍ∈Ｐｍ．
（９）对任意的右Ｒ－模Ｍ 及任意的０≤ｍ≤ｎ，

若Ｍ∈Ｐ⊥
ｍ，则Ｍ∈Ｆｄ，ｎ－ｍ．

（１０）对任 意 的 右Ｒ－模Ｍ，若 存 在０≤ｍ≤ｎ
使得Ｍ∈Ｐ⊥

ｍ，则Ｍ∈Ｆｄ，ｎ－ｍ．
如果ｎ≥１且（ｄ，ｎ－１）－余 挠 右Ｒ－模 类 关 于 直

和封闭，则以上条件等价于下列条件：
（１１）每 一 个（ｄ，ｎ－１）－平 坦 右Ｒ－模 有 单 的

（ｄ，ｎ－１）－余挠覆盖．
证明　（１）（６），（９）（１０）显然．
（１）（３）．由定理１得到．
（４）（５），（７）（９），（８）（１０）由

定理１及（Ｐｎ，Ｐ⊥
ｎ ）是完全遗传的余挠理论得到．

（６）（２）．设 Ｍ 是（ｄ，ｎ）－平 坦 右Ｒ－模，

则有以下交换图：

　　由 Ｗａｋａｗａｔｓｕ引 理［２］知，Ｌ 是（ｄ，ｎ）－平 坦

模，而σＬγσＭ＝０＝０σＭ，于是由（６）知σＬγ＝０．故

Ｌ＝Ｉｍ（γ）Ｋｅｒ（σＬ）＝０，所以Ｍ∈Ｃｄ，ｎ．
（２）（１）．设 Ｍ 是 右Ｒ－模，由 定 理１

知，存 在 正 合 列０→Ｋ→Ｎ→Ｍ→０，其 中 Ｋ 是

（ｄ，ｎ）－余挠模，Ｎ 是（ｄ，ｎ）－平 坦 模．又 由（２）知

Ｎ 是（ｄ，ｎ）－余 挠 模．故 由 命 题１（３）知，Ｍ 是

３２
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（ｄ，ｎ）－余挠模．
（１）（７）．令 Ｍ 是（ｄ，ｎ－ｍ）－平 坦 右

Ｒ－模，Ｎ是任何右Ｒ－模．因为Ｎ 是（ｄ，ｎ）－余挠模，
由命题１（１）得Ｅｘｔ　ｍ＋１Ｒ （Ｍ，Ｎ）＝０．故Ｐｄ（Ｍ）≤ｍ．

（８）（４）．设 Ｍ∈Ｆｄ，０≤ｍ≤ｎ，Ｋｎ－ｍ是

Ｍ 的第ｎ－ｍ个合冲，则对任意（ｄ，ｎ－ｍ）－余挠右

Ｒ－模Ｎ，有Ｅｘｔ１Ｒ（Ｋｎ－ｍ，Ｎ）Ｅｘｔ　ｎ－ｍ＋１Ｒ （Ｍ，Ｎ）＝０，
故Ｋｎ－ｍ 是（ｄ，ｎ－ｍ）－平 坦 模．又 由（８）可 知

Ｐｄ（Ｋｎ－ｍ）≤ｍ，所以Ｐｄ（Ｍ）≤ｎ．
（４）（１）．设Ｍ 是任意右Ｒ－模，对任意

Ｆ∈Ｆｄ，由（４）知Ｆ∈Ｐｎ，从而Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｆ，Ｍ）＝０．
所以Ｍ 是（ｄ，ｎ）－余挠模．

（１）（１１）．设Ｍ 是任意右Ｒ－模，记Ｍ＝
Σ｛Ｎ≤Ｍ：Ｎ 是（ｄ，ｎ－１）－余挠模｝，Ｇ＝｛Ｎ≤Ｍ：

Ｎ 是（ｄ，ｎ－１）－余挠模｝，则存在正合列０→Ｋ→Ｇ
→Ｆ→０．由（１）知，Ｋ 是（ｄ，ｎ）－余 挠 模，而 由 假

设知，Ｇ是（ｄ，ｎ－１）－余挠 模，故Ｆ是（ｄ，ｎ－１）－
余挠模．下证包含映射ｉ：Ｆ→Ｍ 是Ｍ 的（ｄ，ｎ－１）－
余挠覆盖．令Ｆ′是（ｄ，ｎ－１）－余挠模，Ψ：Ｆ′→Ｍ
是任意Ｒ 同态，由上面的证明知Ψ（Ｆ′）≤Ｆ．定义

ε：Ｆ′→Ｆ 为ε（ｘ）＝Ψ（ｘ），则 对 任 何ｘ∈Ｆ′，有

ｉε＝Ψ，故ｉ：Ｆ→Ｍ 是Ｍ 的（ｄ，ｎ－１）－余挠予覆盖．
另外，单位映射１Ｆ 是使得ｉｇ＝ｇ，ｇ：Ｆ→Ｆ的唯一

映射．故（１１）得证．
（１１）（２）．设 Ｍ 是（ｄ，ｎ）－平 坦 右Ｒ－模，

下证Ｍ 是（ｄ，ｎ）－余挠模．由定理１知，存在正合

列０→Ｍ→Ｅ→Ｌ→０，其中Ｅ是（ｄ，ｎ－１）－余挠模，

Ｌ是（ｄ，ｎ－１）－平坦模．因 为Ｌ有 单 的（ｄ，ｎ－１）－
余挠覆盖：Ｆ→Ｌ，故 有 同 态α：Ｅ→Ｆ，使 得 有 以

下交换图：

　　因 为是 满 同 态，故是 同 构，从 而Ｌ 是

（ｄ，ｎ－１）－余挠模．所以Ｍ是（ｄ，ｎ）－余挠模．　　】
推论１［４］　设Ｒ是环，则以下结论等价：
（１）每一个右Ｒ－模是１－余挠模．
（２）每一个平坦右Ｒ－模是１－余挠模．
（３）每一个１－平坦右Ｒ－模是投射模．
（４）对任何平坦右Ｒ－摸Ｍ 都有Ｐｄ（Ｍ）≤１．
（５）Ｐ⊥

１ 中的每一个右Ｒ－摸Ｍ 是余挠模．

命题２　对于任意环Ｒ，以下结论等价：
（１）每一个右Ｒ－模是（ｄ，２）－余挠模，且每一

个（ｄ，０）－平坦右Ｒ－模有（ｄ，０）－余挠覆盖．
（２）每一个（ｄ，０）－平坦右Ｒ－模有具有唯一映

射性质的（ｄ，０）－余挠覆盖．
证明　（１）（２）．设Ｍ 是任意（ｄ，０）－平

坦右Ｒ－模，则由（１）知，Ｍ 有（ｄ，０）－余挠覆盖ｆ：

Ｆ→Ｍ．只 需 证 对 任 意（ｄ，０）－余 挠 右Ｒ－模Ｇ 及 任

意同态ｇ：Ｇ→Ｆ，若ｆｇ＝０，则有ｇ＝０．事实上，
因为Ｉｍ（ｇ）Ｋｅｒ（ｆ），所 以 有β：Ｆ／Ｉｍ（ｇ）→Ｍ，
使得βπ＝ｆ，其中π：Ｆ→Ｆ／Ｉｍ（ｇ）是自然映射．因

为Ｋｅｒ（ｇ）是（ｄ，２）－余 挠 模，则 由 命 题１（２）知，

Ｆ／Ｉｍ（ｇ）是（ｄ，０）－余 挠 模．故 存 在α：Ｆ／Ｉｍ（ｇ）→
Ｆ，使得β＝ｆα，于是有以下交换图：

所以有ｆαπ＝ｆ．因为ｆ是覆盖，故απ是同构，于

是π是单同态．所以ｇ＝０．
（２）（１）．设Ｍ 是任意右Ｒ－模，则有正

合列０→Ｍ
σ
→
Ｍ
Ｃｄ，０（Ｍ） →

τ
Ｃ →

Ψ
Ｎ→０，其 中

Ｃ＝Ｃｄ，０（Ｃｄ，０（Ｍ）／Ｍ），Ｎ 是（ｄ，０）－平 坦 模．设：

Ｈ→Ｎ 是 具 有 唯 一 映 射 性 质 的（ｄ，０）－余 挠 覆 盖，
则存在δ：Ｃ→Ｈ，使得Ψ＝δ．故δτ＝Ψτ＝０＝
０，所 以δτ＝０，于 是 有 Ｋｅｒ（Ψ）＝Ｉｍ（τ）
Ｋｅｒ（δ），故存在γ：Ｎ→Ｈ，使得γΨ＝δ，于是有

以下交换图：

从而γΨ＝Ψ．因 为Ψ 是 满 同 态，故γ＝１Ｎ．所

以Ｎ 同构于Ｈ 的 直 和 因 子，从 而Ｎ 是（ｄ，０）－余
挠模．由命题１（２）知Ｍ 是（ｄ，２）－余挠模．　　】

定理４　设Ｒ是任意环，ｄ，ｎ是固定的非负整

数，则以下条件等价：
（１）每一个右Ｒ－模是（ｄ，ｎ）－平坦模．
（２）每 一 个 有 限 生 成 右Ｒ－模 是（ｄ，ｎ）－平 坦

模．
（３）每一个循环右Ｒ－模是（ｄ，ｎ）－平坦模．
（４）每一个（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－模是（ｄ，ｎ）－平坦

模．
（５）每一个（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－模是内射的．

４２
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（６）对 任 何（ｄ，ｎ）－余 挠 右Ｒ－模 Ｍ，Ｎ，有

Ｅｘｔ１Ｒ（Ｍ，Ｎ）＝０．
（７）对 任 何（ｄ，ｎ）－余 挠 右Ｒ－模Ｍ，Ｎ，任 意

ｉ≥１，有ＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｎ）＝０．
（８）每一个（（ｄ，ｎ）－余挠）右Ｒ－模有具有唯一

映射性质的（ｄ，ｎ）－平坦覆盖．
证明　（１）（２）（３），（１）（８）

及（１）（４）（６）（７）显然．
（１）（５）．由定理１直接得到．
（８）（４）．设Ｍ 是任意（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－

模，则有以下正合交换图：

其中Ｋ∈Ｃｄ，ｎ，ηＭαηＫ＝０＝ηＭ０，故由（８）得αηＫ＝
０，则Ｋ＝Ｉｍ（ηＫ）Ｋｅｒ（α）＝０．所以Ｍ 是（ｄ，ｎ）－
平坦模．

（４）（１）．对 任 意 右Ｒ－模Ｍ，由 定 理１
知，存在 正 合 列０→Ｍ→Ｎ→Ｌ→０，其 中 Ｎ 是

（ｄ，ｎ）－余挠模，Ｌ是（ｄ，ｎ）－平坦模，则由（４）知，

Ｎ 是（ｄ，ｎ）－平 坦 模．故 由 命 题１（３）可 得 Ｍ 是

（ｄ，ｎ）－平坦模．
（３）（５）．设 Ｍ 是 任 意（ｄ，ｎ）－余 挠 右

Ｒ－模，Ｉ是Ｒ 的任一右理想，则由（３）得Ｅｘｔ１Ｒ（Ｒ／

Ｉ，Ｍ）＝０．故Ｍ 是内射模．　　】

３　（ｄ，ｎ）－余挠模和（ｄ，ｎ）－平坦模与多项式

环

设Ｒ是环，Ｒ［ｘ］是多项式环．
定理５　设Ｒ是交换环，则对任何右Ｒ［ｘ］－模

Ｍ，以下结论等价：
（１）ＭＲ 是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－模．
（２）ＨｏｍＲ（Ｒ［ｘ］，Ｍ）是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－模．
（３）ＨｏｍＲ （Ｒ［ｘ］，Ｍ）是 （ｄ，ｎ）－余 挠 右

Ｒ［ｘ］－模．
（４）ＭＲ［ｘ］是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ［ｘ］－模．
证明　（１）（３）．设Ｆ是 任 意 一 个 平 坦

维数小于等于ｄ 的 右Ｒ［ｘ］－模，则Ｆ也 是 平 坦 维

数小于等于ｄ的右Ｒ－模，从而有

Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ［ｘ］（Ｆ，ＨｏｍＲ（Ｒ［ｘ］，Ｍ））

　　Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （ＦＲ［ｘ］Ｒ［ｘ］，Ｍ）
　　Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｆ，Ｍ）＝０．

故 ＨｏｍＲ（Ｒ［ｘ］，Ｍ）是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ［ｘ］－模．
（３）（４）．因为ＭＲ［ｘ］是ＨｏｍＲ（Ｒ［ｘ］，Ｍ）

的直和因子，所以ＭＲ［ｘ］是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ［ｘ］－模．
（４）（１）．设Ｆ 是 任 意 一 个 平 坦 维 数 小

于等于ｄ的右Ｒ－模，则ＦＲＲ［ｘ］是一个平坦维数

小于或等于ｄ的右Ｒ［ｘ］－模，从而有

Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｆ，Ｍ）
　　Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｆ，ＨｏｍＲ［ｘ］（Ｒ［ｘ］，Ｍ））
　　Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ［ｘ］（ＦＲＲ［ｘ］，Ｍ）＝０．

故Ｍ 是（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ－模．
由上面的证明容易得到（２）（３）．　　】

定理６　设Ｒ是交换环，则对任何右Ｒ［ｘ］－模

Ｎ，以下条件等价：
（１）ＮＲ 是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模．
（２）ＮＲＲ［ｘ］是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模．
（３）ＮＲＲ［ｘ］是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ［ｘ］－模．
（４）ＮＲ［ｘ］是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ［ｘ］－模．
证明　（１）（３）．设Ｍ 是任意（ｄ，ｎ）－余

挠右Ｒ［ｘ］－模．由 定 理５知，Ｍ 也 是（ｄ，ｎ）－余 挠

右Ｒ－模，从而有

Ｅｘｔ１Ｒ［ｘ］（Ｎ ＲＲ［ｘ］，Ｍ）
　　Ｅｘｔ１Ｒ（Ｎ，ＨｏｍＲ［ｘ］（Ｒ［ｘ］，Ｍ））
　　Ｅｘｔ１Ｒ（Ｎ，Ｍ）＝０，

所以ＮＲＲ［ｘ］是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ［ｘ］－模．
（３）（４）．因为ＮＲ［ｘ］是ＮＲＲ［ｘ］的 直

和因子，所以ＮＲ［ｘ］是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ［ｘ］－模．
（４）（１）．设Ｍ 是任意一个（ｄ，ｎ）－余挠

右Ｒ－模．由 定 理 ５ 知，ＨｏｍＲ （Ｒ［ｘ］，Ｍ）是

（ｄ，ｎ）－余挠右Ｒ［ｘ］－模，从而

Ｅｘｔ１Ｒ（Ｎ，Ｍ）Ｅｘｔ１Ｒ（Ｎ Ｒ［ｘ］Ｒ［ｘ］，Ｍ）
　　Ｅｘｔ１Ｒ［ｘ］（Ｎ，ＨｏｍＲ（Ｒ［ｘ］，Ｍ））＝０，

故ＮＲ 是（ｄ，ｎ）－平坦右Ｒ－模．
（２）（３）．显然．　　】
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