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一个新系统中混沌吸引子的形成机制及其混沌控制

豆福全, 孙建安, 段文山, 吕克璞
(西北师范大学 物理与电子工程学院, 甘肃 兰州　730070)

摘　要:分析了一个新混沌系统中混沌吸引子的形成机制, 研究表明这类混沌吸引子是由 2 个简单的混沌吸引子通过

一个镜像映射相互融合而成的复合结构.利用线性负反馈法将混沌控制到平衡点, 根据 Routh-Hurw itz 稳定性条件获

得了达到控制目标时反馈参数所满足的条件.基于 Mathematica程序, 用数值方法验证了以上方法的有效性.
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Forming mechanism of chaotic at t racto r

and controlling chaos in a new chaotic sy stem
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Abstract:The forming mechanism of a new chaot ic at t ractor is invest igated, the resul ts show that the new

chao tic at t racto r has a compound st ructure, w hich is obtained by merging tog ether tw o simple at tracto rs

af ter performing a mir ro r operation.Furthermore, a linea r feedback method is used to suppress chaos to

unstable equilibrium.The Routh-Hurw itz crite rion is applied to study the condit ions of the asymptot ic

stabili ty of the contro lled chao tic sy stem.Based on M athema tica pro gram, nume rical simulat ions are

presented to demonst rate the effect iveness o f these methods.
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　　自 1963年美国气象学家 Lorenz E N 在数值实

验中发现了第一个混沌吸引子到现在, 短短几十年

间, 混沌理论得到了迅速的发展
[ 1-3]
.在 Lo renz系

统的基础上, 一系列新的混沌系统被发现, 如

Rö ssler 系统 ( 1976 年 )
[ 4 ]
、 Chen 系 统 ( 1999

年)
[ 5 ]
、 Lǜ 系统 ( 2002 年)

[ 6 ]
、 Liu 系统 ( 2004

年) [ 7 ] 等等.研究这些混沌系统的动力学特性 、 分

析各种吸引子的形成机制[ 8, 9] , 并力求对它加以控

制[ 10] 和利用, 有利于刻画混沌的基本特征, 揭示混

沌的本质, 使之更好地为人类服务.

最近, 王杰智等在文献[ 11]中构造了一个新的

三维混沌模型, 并利用理论推导 、 数值模拟 、

Lyapunov指数谱 、分岔图和 Poincaré 截面图等研

究了系统的基本动力学特性.该混沌系统的动力学

方程为

﹒x =a( x -y ) ,

﹒y =-cy +xz ,

﹒z =-bz +dxy ,

( 1 )

其中 a, b, c, d 是实常数, 当 a =20, b=2, c=28,

d=1时系统存在一个典型混沌吸引子.笔者通过

对系统中引入一个常数控制器, 借助数值方法对系

统( 1 )混沌吸引子的形成机制进行了探讨, 同时利

用负反馈法将系统( 1 )的混沌吸引子控制到一个平

衡点.
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1　混沌吸引子的形成机制

为了深入研究系统( 1 )的结构和混沌吸引子的

形成机制, 给系统( 1 )的第二个方程右端加上一个

常数控制器 e, 则受控系统为

﹒x =a( x -y ) ,

﹒y =-cy +xz +e,

﹒z =-bz +dxy .

( 2 )

　　在系统( 2 )中, 控制器 e的取值可以在一定范

围内变化, 随着 e的变化, 系统( 1 )的混沌行为可

以得到有效的控制, 受控系统在不同的 e取值区间

具有不同的动力学行为.借助数学软件, 利用四阶

Runge-Kutta方法进行数值模拟, 选取系统的初值

为( 2, 10, 48) , 时间步长为 Δt=0.001, 在控制器 e

不同取值范围, 系统( 2 )的动力学行为如下:

1) 当 e ≥528.4时, 系统( 2 )的轨线收敛于

平衡点.

2) 当 100.6≤ e <528.4 时, 系统( 2 )的轨

线为一周期轨道, 如图 1( a)所示.

3) 当 87≤ e <100.6 时, 系统 ( 2 )出现倍

周期分岔, 如图 1(b)所示.

4) 当 66≤ e <87时, 系统( 2 )的轨线为一

极限环, 如图 1( c)所示.

5) 当 37.2≤ e <48.7时, 系统( 2 )出现倍

周期分岔, 如图 1(d) 、( e)所示.

6) 当 24.5≤ e <37.2时, 系统( 2 )为一个

左或右半吸引子, 如图 1( f) 、( g)所示.

7) 当 10≤ e <24.5时, 系统( 2 )的轨线部

分被限制掉, 如图 1( h)所示(当 19≤ e <24时,

系统( 2 )的轨线为一周期轨道) .

8) 当 e <10时, 系统 ( 2 )为一个完整的吸

引子.

图 1　系统( 2 )的相图

Fig 1 Phase po rtrait of chaotic sy stem( 2 )
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　　由以上分析可以看出:在控制器 e足够大时,

系统的所有轨线收敛于平衡点;当 e逐渐减小时,

系统出现单周期轨道 、 倍周期分岔现象;当 e继续

减小时, 系统又会出现极限环和倍周期分岔现象,

然后进一步演化为半吸引子;当 e相对较小时, 系

统的部分轨线被限制掉;当 e足够小时, 系统为一

个完整的混沌吸引子.类似地, 研究当 e为负值的

情形时, 随着 e逐渐增大的过程, 系统的演化规律

与 e取正值时减小的过程是相似的.总之, 当 e

足够大时, 系统的混沌吸引子将消失, 当 e 足够

小时, 系统将出现混沌运动, 在 e 由大变小的过

程中, 混沌吸引子将由一个左 、 右半吸引子(一个

卷形状)演化为一个完整吸引子(两个卷形状) , 并

经倍周期分岔得到.

由此可见, 系统( 1 )的混沌吸引子是由两个简

单的混沌吸引子通过一个镜像映射相互融合而成.

当 e=30时, 该混沌吸引子为左半混沌吸引子, 当

e=-30时, 该混沌吸引子为右半混沌吸引子, 如

图 1( f) 、( g)所示.说明该吸引子是一个复合结构,

而且这两个混沌吸引子起源于一些简单的极限环,

可以由倍周期分岔得到, 类似于 Lorenz 系统和 Lǜ

系统, 又不同于 Lo renz 系统和 Lǜ 系统[ 12] , 比

Lorenz系统和 Lǜ 系统有更为复杂的拓扑结构.

2　混沌吸引子的控制

当参数 a=20, b=2, c=28, d=1时, 系统有 3

个平衡点:

E0( 0, 0, 0) ,

E1 2 14, 2 14, 28 ,

E2 -2 14, -2 14, 28 .

　　以下采用线性负反馈法将系统控制到平衡点,

为此, 假定受控系统如下

﹒x =a( x -y ) -k1 ( x - x) ,

﹒y =-cy +xz -k 2( y - y ) ,

﹒z =-bz +dxy -k3 ( z - z ) .

( 3 )

其中 k1 , k2 , k3 是负反馈系数, (  x,  y,  z )为控制目

标, 即上述 3个平衡点中的任意一个.系统( 3 )的

线性化方程的系数矩阵对应的特征方程为

λ3 +a1λ2 +a2λ+a3 =0. ( 4 )

根据 Routh-Hurwi tz稳定性条件, 当 a1 >0, a3>0,

a1 a2>a3 时, 所有特征值均具有负实部, 从而系统

( 3 )将收敛到平衡点, 达到了控制目标.

2.1　控制混沌系统到平衡点 E0

此时, 系统( 3 )对应的 Jacobi矩阵是

J =

a-k1 -a 0

0 -c-k2 0

0 0 -b-k3

. ( 5 )

矩阵( 5 )对应的 3个特征值分别为

λ1 =a -k 1 , λ2 =-c-k2 , λ3 =-b -k3 .

当负反馈系数满足

k1 >a, k2 >-c, k3 >-b ( 6 )

时, 所有特征值均具有负实部, 从而系统( 3 )将收

敛到平衡点 E0 (0, 0, 0) .

2.2　控制混沌系统到平衡点 E1

系统( 3 )对应的 Jacobi矩阵是

J =

a-k1 -a 0

 z -c-k2  x

d y d x -b-k3

, ( 7 )

其中(  x,  y,  z ) = 2 14, 2 14, 28 .矩阵 ( 6 ) 对

应的特征方程为

λ3 +a1λ2 +a2λ+a3 =0. ( 8 )

其中,

a1 =10+k1 +k 2 +k3 ,

a2 =30k1 -18k2 +8k3 +k1 k2 +

　　k1k3 +k2k3 -40,

a3 =-40k2 +2k 1k2 +28k1k3 -

　　20k 2k3 +k1 k2k3 +2240.

( 9 )

根据 Routh-Hurwi tz稳定条件, 当

k1 +k2 +k3 >-10,

-40k2 +2k1k 2 +28k1 k3 -20k2k3 +

　　k1 k2k3 >-2240,

k1
2
( k2 +k3 +30) +k2

2
( k3 -18) +

　　8( 5k3 +k3
2
-330) +k2 (20k3 +k3

2
-180) +

　　k1 ( k2
2 +20k3 +k3

2 +260) +

　　2k1k2( k3 +10) >0 (10)

时, 所有特征值均具有负实部, 从而系统( 3 )将收

敛到平衡点 E1 2 14, 2 14, 28 .

2.3　控制混沌系统到平衡点 E2

此时, 系统( 3 )对应的 Jacobi矩阵的特征方程

及其系数和( 8 ) 、( 9 )式相同.因此, 根据 Routh-

Hurw itz稳定性条件, 当 k1 , k2 , k3 满足( 10)式时,

所有特征值均具有负实部, 从而系统( 3 )将收敛到

平衡点 E2 -2 14, -2 14, 28 .
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2.4　数值研究结果

本部分利用四阶 Runge-Kutta 算法对受控系统

( 3 )进行数值计算, 以验证上述分析结果.系统参

数固定为 a=20, b=2, c=28, d=1.数值研究结果

表明:

1) 当反馈系数取值满足( 6 )式时, 系统( 3 )

收敛到平衡点 E0(0, 0, 0) , 如图 2( a)所示.取初值

为 x ( 0) =2, y ( 0) =3, z ( 0) =2, 负反馈系数

k1=22, k2=1, k3=5.

2) 当反馈系数取值满足(10)式时, 系统( 3 )

收敛到平衡点E1 2 14, 2 14, 28 , 如图2( b)所

示.取初值为 x(0) =10, y (0) =10, z ( 0) =12, 负

反馈系数 k1=5, k2=0, k3 =10.

3) 当反馈系数取值满足(10)式时, 系统( 3 )

收敛到平衡点 E2 -2 14, -2 14, 28 , 如图 2

( c)所示.取初值为 x( 0) =8, y (0) =10, z( 0) =15,

负反馈系数 k1 =5, k2=0, k3=10.

图 2　受控系统( 3 )的时序图

Fig 2 The time response o f state s fo r sy stem( 3 )

w ith the contro l function activa ted

3　结论

本文通过在非线性系统中加入一个常数控制器

的办法, 分析了一个新混沌系统混沌吸引子的形成

机制.研究表明, 该混沌吸引子为一个复合结构.

然后利用线性负反馈法将该系统的混沌行为控制到

平衡点, 利用 Routh-Hurwi tz稳定性条件可以获得

达到控制目标时反馈参数所满足的条件.该方法可

在相当大的范围内选取控制参数使系统运动最终按

照人们的意愿发展.
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