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非线性朗道-齐纳隧穿的高频周期调制效应
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（西北师范大学 物理与电子工程学院�甘肃 兰州　730070）

摘　要：研究了高频周期调制场对非线性两能级系统朗道-齐纳隧穿（Landau-Zener tunneling 简称 LZT）的影响．通过
对系统的能级差进行高频周期调制�运用解析法和数值法同时发现�加高频周期调制场等价于两能级间耦合系数 v 减
小为有效耦合系数 qv （q为修正系数）而不加调制场�并得到了修正系数 q的表达式．
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Effect of high-frequency periodic modulation
on the nonlinear Landau-Zener tunneling

WU L-i hua�DUAN Wen-shan
（College of Physics and Electronic Engineering�Northwest Normal University�Lanzhou730070�Gansu�China）

Abstract： The effect of high-frequency periodic modulation on the Landau-Zener tunneling of a nonlinear
two-level system is investigated．By applying a high-frequency periodic modulation on the energy bias of
the system and employing the analytical method and numerical method�it is found that the effect of high-
frequency periodic modulation is equivalent to no modulation with the coupling constant v between the two
levels decreasing to the effective coupling the effect of constant qv（q is the correction factor）．And the
analytic expression of the correction factor q is obtained．
Key words： nonlinear two-level system； Landau-Zener tunneling model； high-frequency periodic
modulation；effective coupling constant

　　能级的准交叉在量子不可积系统中是一个普遍

的现象�在该系统中对称性破缺导致简并能级的分
裂而形成十分微小的能级间隙．在准交叉点附近�
假设两能级的能级差随时间线性变化�朗道-齐纳
隧穿（Landau-Zener tunneling 简称 LZT ）模型则为
两能级系统的隧穿动力学提供了一个很好的描

述［1］．在量子力学中�LZT 模型是一个基本的物
理模型�它在量子化学、碰撞理论、纳磁铁的自旋
隧穿、玻色-爱因斯坦凝聚以及量子计算等领域有

着广泛的应用．
考虑了各种各样的物理条件后�LZT 模型已

经扩展为许多模型［2-5］�其中非线性两能级系统的
LZT 模型引起了研究者的极大兴趣［6-10］．在该模型
中�系统的能级能量依赖于能级上的粒子占据数�
出现在粒子主要占据两个能级的多体系统的平均场

处理中．非线性 LZT 模型不仅在理论上证明了许
多非常有趣且新颖的物理特性�而且在研究纳磁铁
的自旋隧穿［11］、双阱势［6�7�9�12］或光晶格［8�10］中的
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玻色-爱因斯坦凝聚以及双势阱玻色-爱因斯坦凝聚
体系的自俘获现象［5］中有着重要的作用．

研究外部周期调制场对 LZT 模型的影响是一
个十分有意义的课题�近年来有不少学者做了这方
面的工作［4�13］�但所做的周期调制都是针对线性两
能级系统的 LZT 模型［4］．笔者通过对非线性两能
级系统的能级差进行高频周期调制研究了 LZT 模
型�理论分析与数值计算结果同时发现�给非线性
两能级系统的能级差加高频周期调制场相当于两能

级间耦合系数 v 减小为有效耦合系数 qv （q为修正
系数）而不加周期调制场�并得到了修正系数 q的
演化规律．

1　非线性 LZT 高频周期调制效应理论分析
非线性两能级系统可以用如下无量纲化的薛定

谔方程来描述［8］

i ∂∂t
a
b ＝ H（γ） a

b � （1）
其中 a�b分别是两个能级上的概率波．哈密顿量为

H（γ） ＝
γ2＋ c2（ b 2－ a 2）　 v2
　　　 v2　－γ2－ c2（ b 2－ a 2）

．

（2）
其中γ为两能级的能级差�v 是两能级间的耦合系
数�c表示相互作用强度．总概率 a 2＋ b 2 守
恒�设为1．

当γ＝αt（其中α为扫描速度［10］ ）即能级差线性
变化时�系统有许多有意义的现象［4�8］．如在绝热
极限下（α趋于零）当相互作用强度 c足够大时隧穿
率不为零［8］．当给能级差加高频周期调制（ω≫v）
即γ＝αt＋Asinωt（其中 A 为调制振幅�ω为调制频
率）时�为得出高频周期调制对非线性 LZT 的影
响�作变换［5］

a＝ ei A2ωcosωt a′�

b＝ e－i A2ωcosωt b′�
则薛定谔方程（1）可写为

i∂a′∂t ＝
αt2＋ c2（ b′2－ a′2） a′＋

　　　 v2e
－i A

ωcosωt b′� （3a）
i∂b′∂t ＝ －αt2－ c2（ b′2－ a′2） b′＋

v2e
＋i A

ωcosωt a′． （3b）
利用公式

e±izcosωt＝∑∞n＝－∞
Jn（z）（± i）ne±inωt� （4）

Jn（z）是 n阶贝塞尔函数�则方程（3）变为
i∂a′∂t ＝

αt2＋ c2（ b′2－ a′2） a′＋

　　 v2 ∑
∞

n＝－∞
Jn A

ω （－ i）ne－inωt b′� （5a）
i∂b′∂t ＝ －αt2－ c2（ b′2－ a′2） b′＋

　　 v2 ∑
∞

n＝－∞
Jn A

ω （＋ i）ne＋inωt a′． （5b）
对于ω≫v 的高频调制�在一个周期2πω内 a′�b′变化

很慢�当 A
ω不是很大时�对（5）式积分�高阶项的

贡献很小可以忽略［13�14］�只保留零阶贝塞尔函数
项．这样�薛定谔方程（1）变为
i dd t

a′
b′ ＝

　

αt2＋ c2（ b′2－ a′2）　 v2J0
A
ω

v2J0
A
ω 　－αt2－ c2（ b′2－ α′2）

a′
b′ ．

（6）
从（6）式可看出�哈密顿量中两能级间耦合项为
v2J0 A

ω �能级差γ＝αt�即能级差不加调制．而
由（1）式可得变换前的情形：两能级间耦合项为
v2�能级差γ＝αt＋Asinωt�加了高频调制．
由于上述变换并不影响系统的物理性质［5�15］�

为此得到如下结论：给非线性两能级系统的能级差
加高频周期调制场即γ＝αt＋Asinωt 相当于耦合系
数 v 减小为有效耦合系数 v J0 A

ω 而不加调制场�

即γ＝αt．
2　数值结果与分析

对于ω≫ v 的高频调制�用龙格-库塔法计算
（1）式在线性相互作用下（c＝0）隧穿率 a 2随扫
描速度α的演化�并用线性相互作用 Landau-Zener
公式［8�10］ （7）进行拟合（图1）．
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Γl ＝ exp －πv22α ． （7）

（a） c＝0∙0�A／ω＝3∙82148829�v＝0∙2

（b） c＝0∙0�A／ω＝5∙91847826�v＝0∙2

（c） c＝0∙0�A／ω＝9∙14673913�v＝0∙2
图1　线性相互作用下（c＝0）隧穿率 a 2随扫描

速度α的演化与（7）式拟合曲线
Fig1 The tunneling probability a 2 as a function of

the sweeping rateαand the fitting curves of using
formula （7） under the linear interaction（c＝0）

由拟合结果发现�在高频周期调制场作用下隧
穿率可以近似用下式表示

Γlm ＝ exp －π（qv ）22α � （8）
其中 qv 为有效耦合系数（q＜1为修正系数）．说明
在线性相互作用下�加高频周期调制场相当于耦合
系数 v 减小为有效耦合系数 qv 而不加周期调制场．

为了将以上结论推广到非线性相互作用的情

况�用（1）式计算非线性相互作用（c≠0）时隧穿率

a 2随扫描速度α的演化：
情形1　能级差γ＝αt＋Asinωt（加高频周期调

制）�两能级耦合系数为 v；
情形2　能级差γ＝αt（不加调制）�两能级耦

合系数为有效耦合系数 qv （其中对于同一个 A／ω
值�qv 取值与线性相互作用下的相同）．

发现在这两种情形下得到的曲线重合�如图2
所示．

（a） c＝0∙5�A／ω＝3∙82148829�v＝0∙2

（b） c＝0∙5�A／ω＝5∙91847826�v＝0∙2

（c） c＝0∙5�A／ω＝9∙14673913�v＝0∙2
图2　非线性相互作用时（c≠0）情形（1）与

情形（2）下计算结果
Fig2 The numerical results for case （1） and case （2）

under nonlinear interaction （c≠0）
当 A／ω取其他值时�经计算得到以上两种情

形下的曲线也重合．因此得到如下结论：加高频周
期调制场可以等价为耦合系数 v 减小为有效耦合系
数 qv 而不加周期调制场�也即能级差为γ＝αt＋
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Asinωt�耦合系数为 v 的非线性两能级系统可以等
价为能级差为γ＝αt 而耦合系数为 qv 的非线性两
能级系统．这与理论分析所得结果一致�并且由理

论分析可知修正系数为 q A
ω ＝J0 A

ω （为简单计�

由（7）式拟合计算时修正系数 q 都取正数�所以
图1和图2中的 q全为正）．

3　结论
本文对非线性两能级系统的能级差进行高频周

期调制�从理论分析与数值结果同时得出如下结
论：加高频周期调制场可以等价为两能级耦合系数

v 减小为有效耦合系数 J0 A
ω v 而不加周期调制

场�也即能级差为γ＝αt＋Asinωt（ω≫v）�耦合系
数为 v 的非线性两能级系统可以等价为能级差为

γ＝αt而耦合系数为 J0 A
ω v 的非线性两能级系统．
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