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摘　要：对两点和三点Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式进行复化，建立了两个新的数值积分公式，并分析了它们的积分误差和收
敛阶．数值例子表明，我们的方法是高效的．
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　　数值积分是计算数学的基本内容，在工程技术
和科学计算中起着十分重要的作用．数值积分方法
常见于文献［１］，它常常利用机械求积［２］来实现，
其基本思想是：

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ≈∑

ｎ

ｋ＝０
Ａｋｆ（ｘｋ）， （１）

其中Ａｋ≥０和ｘｋ∈［ａ，ｂ］称为求积系数和求积节
点，ｋ＝０，１，…，ｎ．著名的Ｎｅｗｔｏｎ－Ｃｏｔｓ方法就是
在节点确定时利用插值多项式的积分建立起来的一
类方法．对节点和系数都使用待定法使代数精度达
到最高阶的一类方法是 Ｇａｕｓｓ型公式，常见的有
Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式、Ｇａｕｓｓ－Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ公式等．

对于Ｇａｕｓｓ型求积公式，近年来在理论和应
用方面多有研究［３－５］．２００７年，曹丽华［４］基于被积
函数在第一类和第二类ｎ次Ｃｈｅｂｙｓｈｅｖ多项式的
零点处的差商，构造了两种 Ｇａｕｓｓ型求积公式．
２００８年，周志强［５］构造了一种有理插值型求积公
式（ＲＩＱＦＳ），并证明了其收敛性．

本文对两点Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式

∫
１

－１
ｆ（ｘ）ｄｘ≈ｆ －槡３（ ）３ ＋ｆ 槡３（ ）３ （２）

和三点Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式

∫
１

－１
ｆ（ｘ）ｄｘ≈ ５９ｆ －

槡１５（ ）５
＋

　　 ８９ｆ
（０）＋５９ｆ

槡１５（ ）５
（３）

进行推广和复化，得到了两个新的数值积分公式

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ≈ ｈ２∑

ｎ－１

ｉ＝０
ｆ　ｘｉ＋１２ －

槡３ｈ（ ）６（ ＋

　　ｆ　ｘｉ＋１２ ＋
槡３ｈ（ ））６

（４）

和

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ≈ ｈ２∑

ｎ－１

ｉ＝０

５
９ｆ　ｘｉ＋１２ －

槡１５ｈ（ ）１０（ ＋

　　８９ （ｆ　ｘｉ＋ ）１２ ＋５９ （ｆ　ｘｉ＋１２ ＋ 槡１５ｈ））１０
．（５）

６１
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同时，我们研究公式（４）和（５）的积分误差和收敛
阶．数值例子表明，我们构造的方法是高效的．

１　预备知识

１．１　收敛阶

定义１［６］　设Ｉ＝∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ，Ｉｎ 是一种复化

求积公式，如果当ｈ→０时，

ｌｉｍ
ｈ→０

Ｉ－Ｉｎ
ｈｐ ＝Ｃ，Ｃ≠０， （６）

则称求积公式Ｉｎ 是ｐ阶收敛的．
例如，复化的Ｔｒａｐｅｚｏｉｄ公式

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ≈ｂ－ａ２ ∑

ｎ－１

ｋ＝０

（ｆ（ｘｉ）＋ｆ（ｘｉ＋１））

和复化的Ｓｉｍｐｓｏｎ公式

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ≈ ｈ６∑

ｎ－１

ｋ＝０

（ｆ（ｘｉ）＋４ｆ（ｘｉ＋１２）＋ｆ（ｘｉ＋１））

分别具有二阶和四阶收敛性．
１．２　Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ型求积公式

Ｇｕａｓｓ型求积公式是具有最高代数精度的插值
求积公式．通过适当选取求积公式（１）的节点ｘｋ
∈［ａ，ｂ］和求积系数Ａｋ≥０，ｋ＝０，１，…，ｎ，可使其
代数精度达到最高的２ｎ＋１次．利用特殊区间
［－１，１］上ｎ＋１次Ｌｅｇｅｎｄｒｅ正交多项式的根做节
点，我们可以建立Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ型求积公式．

引理１［６］　对于Ｇａｕｓｓ型求积公式（１），其余
项为

Ｅ（ｆ）＝∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ－∑

ｎ

ｋ＝０
Ａｋｆ（ｘｋ）＝

　　∫
ｂ

ａ

ｆ（２ｎ＋２）（ξ）
（２ｎ＋２）！ω

２（ｘ）ｄｘ，ξ∈ ［ａ，ｂ］，（７）

其中ω（ｘ）＝∏
ｎ

ｉ＝０

（ｘ－ｘｉ），ｘｉ为Ｇａｕｓｓ点．

特别地，当ｎ＝１时，公式（１）为两点Ｇａｕｓｓ－
Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ≈ｂ－ａ２ ｆ　ｋ －槡３（ ）（ ）３

＋ （ｆｋ 槡３（ ）（ ）３
，

其中ｋ（ｔ）＝ａ＋ｂ２ ＋ｂ－ａ２ｔ
，其余项为

Ｅ（ｆ）＝∫
ｂ

ａ

ｆ（４）（ξ）
４！ ｘ－ｋ －槡３（ ）（ ）３

２

×

　　 ｘ－ｋ 槡３（ ）（ ）３

２

ｄｘ，ξ∈ ［ａ，ｂ］．

当ｎ＝２时，公式（１）为三点Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ≈ｂ－ａ２

５
９ｆ　ｋ －

槡１５（ ）（ ）５
＋

　　 ８９ｆ
ａ＋ｂ（ ）２ ＋５９ｆｋ

槡１５（ ）（ ）５
，

其余项为

Ｅ（ｆ）＝∫
ｂ

ａ

ｆ（６）（ξ）
６！ ｘ－ｋ － 槡１５（ ）（ ）５

２

×

　　 ｘ－ａ＋ｂ（ ）２
２

ｘ－ｋ 槡１５（ ）（ ）５

２

ｄｘ，ξ∈ ［ａ，ｂ］．

２　两个复化公式及其误差分析

２．１　复化三点Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式及其误差

定理１　设ｆ（ｘ）∈Ｃ（６）［ａ，ｂ］，ｈ＝ｂ－ａｎ
，则

复化三点Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式（５）的余项表达式
为

Ｅ（ｆ）＝
（ｂ－ａ）ｈ６
２６×３１５００ｆ

（６）（ξ），ξ∈ ［ａ，ｂ］，（８）

该方法具有六阶收敛性．
证明　首先求出三点 Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式的

离散误差．由引理１，

Ｅ（ｇ）＝∫
１

－１
ｇ（ｔ）ｄｔ－ ５

９ｇ －
槡１５（ ）（ ）５

＋

８
９ｇ
（０）＋５９ｇ

槡１５（ ）５
＝

ｃｇ（６）（ξ），ξ∈ ［－１，１］．
令ｇ（ｔ）＝ｔ６，由于

ｇ（６）（ｔ）＝７２０，∫
１

－１
ｔ６ｄｔ＝ ２７

，

Ｉ（ｔ６）＝ ５９ － 槡１５（ ）５

６

＋５９
槡１５（ ）５

６

＝ ６２５
，

因此

Ｅ（ｔ６）＝∫
１

－１
ｔ６ｄｔ－Ｉ（ｔ６）＝ ２７－

６
２５＝７２０ｃ．

所以ｃ＝ １
１５７５０

，故三点Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式的离

散误差为

Ｅ（ｇ）＝ １
１５７５０ｇ

（６）（ξ），ξ∈ ［－１，１］． （９）

　　现在分析复化三点 Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式及其
误差，首先

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∑

ｎ－１

ｉ＝０∫
ｘｉ＋１

ｘｉ
ｆ（ｘ）ｄｘ，

其中Ｐ＝｛ｘ０，ｘ１，…，ｘｎ｝是关于［ａ，ｂ］的等距分划．

其次，令 ｘ（ｔ）＝ｘｉ＋ｘｉ＋１２ ＋ ｈ２ｔ
，ｘｉ＋１２ ＝

７１
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ｘｉ＋ｘｉ＋１
２

，则

∫
ｘｉ＋１

ｘｉ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝ ｈ２∫

１

－１
ｆ　ｘｉ＋１２ ＋

ｈ
２（ ）ｔ　ｄｔ．

再利用三点 Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式及其误差表示
（９），有

∫
ｂ

ａ
ｆ（ｘ）ｄｘ＝∑

ｎ－１

ｉ＝０

ｈ
２∫

１

－１
ｆ　ｘｉ＋１２ ＋

ｈ
２（ ）ｔ　ｄｔ＝

　　 ｈ２∑
ｎ－１

ｉ＝０

５
９ （ｆ　ｘｉ＋１２ －槡３ｈ槡）２　５

＋８９ｆ　ｘｉ＋（ ）１２
烄

烆
＋

　　５９ （ｆ　ｘｉ＋１２ ＋槡３ｈ槡）２　５
＋ ｈ６
２６×１５７５０ｆ

（６）（ξｉ
烌

烎
）＝

　　 ｈ２∑
ｎ－１

ｉ＝０

５
９ （ｆ　ｘｉ＋１２ －槡３ｈ槡）２　５

＋８９ｆ　ｘｉ＋（ ）１２
烄

烆
＋

　　５９ （ｆ　ｘｉ＋１２ ＋槡３ｈ槡）２　５
＋ｈ

７

２７∑
ｎ－１

ｉ＝０

１
１５７５０ｆ

（６）（ξｉ
烌

烎
）＝

　　 ｈ２∑
ｎ－１

ｉ＝０

５
９ （ｆ　ｘｉ＋１２ －槡３ｈ槡）２　５

＋８９ｆ　ｘｉ＋（ ）１２
烄

烆
＋

　　５９ （ｆ　ｘｉ＋１２ ＋槡３ｈ槡）２　５
＋
（ｂ－ａ）ｈ６
２６×３１５００ｆ

（６）（ξｉ
烌

烎
），

其中ξｉ∈［ｘｉ，ｘｉ＋１］，ξ∈［ａ，ｂ］．
因此复化三点 Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式（５）的余

项表达式为

Ｅ（ｆ）＝
（ｂ－ａ）ｈ６
２６×３１５００ｆ

（６）（ξ），ξ∈ ［ａ，ｂ］．

由

ｌｉｍ
ｈ→０

Ｉ－Ｉｎ
ｈ６ ＝

（ｂ－ａ）
２６×３１５００ｆ

（６）（ξ）

知该方法是六阶收敛的．　　】

２．２　复化两点Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式及其误差

定理２　设ｆ（ｘ）∈Ｃ（４）［ａ，ｂ］，ｈ＝ｂ－ａｎ
，则复

化两点Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式（４）的余项表达式为

Ｅ（ｆ）＝
（ｂ－ａ）ｈ６
２４×２７０ｆ

（４）（ξ），ξ∈ ［ａ，ｂ］．（１０）

该方法是四阶收敛的．

３　数值例子

例１　考虑定积分

∫
２

０
ｘ５ｄｘ． （１１）

其准确解为６４
６＝１０．６６６６６６６６

…．

运用复化梯形公式（ＣＴＦ），复化Ｓｉｍｐｓｏｎ公
式（ＣＳＦ）及复化两点和三点 Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式

（ｎ＝２）计算的结果及误差见表１．
表１　４种求积公式的数值解及绝对误差

Ｔａｂ　１ Ｎｅｍｅｒｉｃａｌ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｉｔｓ　ａｂｓｏｌｕｔｅ　ｅｒｒｏｒ　ｏｆ
（１１）ｆｒｏｍ　４ｋｉｎｄｓ　ｏｆ　ｉｎｔｅｇｒａｌ　ｆｏｒｍｕｌａｅ

方法 数值解 绝对误差限
复化梯形公式 １６．５０００００００　５．８３３３３３３３
复化Ｓｉｍｐｓｏｎ公式 １０．７５００００００　０．０８３３３３３３
复化两点Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式 １０．６１１１１１１１　０．０５５５５５５５
复化三点Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式 １０．６６６６６６６６　０．００００００００

例２　考虑积分

∫
１

０
ｅ－ｘ

２

ｄｘ． （１２）

其准确解为０．７４６８４２０４…．
运用复化梯形公式（ＣＴＦ），复化Ｓｉｍｐｓｏｎ公式

（ＣＳＦ），两点和三点Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式及其复化
公式（４），（５）（ｎ＝２）计算的结果及误差见表２．

表２　６种求积公式得到的数值解及绝对误差

Ｔａｂ　２ Ｎｅｍｅｒｉｃａｌ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｉｔｓ　ａｂｓｏｌｕｔｅ　ｅｒｒｏｒ　ｏｆ
（１１）ｆｒｏｍ　６ｋｉｎｄｓ　ｏｆ　ｉｎｔｅｇｒａｌ　ｆｏｒｍｕｌａｅ

方法 数值解 绝对误差限
复化梯形公式 ０．７３１３７０２５　 ０．０１５４７１７９
复化Ｓｉｍｐｓｏｎ公式 ０．７４６８５５３８　 ０．００００１３３４
两点Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式 ０．７４６５８７５６　 ０．０００２３６５７
三点Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式 ０．７４６８１４５８　 ０．０００００９９６
复化两点Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式 ０．７４６８０３３２　 ０．００００１９６０
复化三点Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式 ０．７４６８２４０９　 ０．０００００００５

通过数值例子看到，与复化梯形公式，复化

Ｓｉｍｐｓｏｎ公式及两点和三点 Ｇａｕｓｓ－Ｌｅｇｅｎｄｒｅ公式
相比，我们构造的方法在精度方面有显著的改善．
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