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１问题的导出

由王建磐主编，华东师范大 学 出 版 的 义 务 教

育课程标准实验教科书数学初中一年级（七年级）
（上）中的第一章：走进丰富的数学世界，“跟我学”
中有如下一道题：

在图１所示的３×３的方格图案中有多少个

正方形呢？［１］

书中建议学生先设计一个 解 题 计 划，在 对 正

方形的边长进行分类的基础上，把包含边长为１、

２、３的三类正方形的个数相加就是图１中正方形

的总数．

图１

　　

图２

此问题的精妙之处在于能快速的将学生带入

丰富的数学世界，初步感知数学发现的基本路径：
归纳、类比；诱 发 学 生 进 行 更 为 深 入 的 追 问 与 探

究．下面从不同的维度与方向提出一些值得思 索

的问题．
问题１　将图１中的３×３的情形拓展到ｎ×

ｎ的图形中，正 方 形 的 总 数 是 多 少？长 方 形 的 总

数又是多少？对ｍ×ｎ的 图 形 而 言，正 方 形 与 长

方形的总数又是多少？

问题２　类 似 上 述 问 题，图２中 的３×３×３
立体图形，立方体的总数是多少？长方 体 的 总 数

又是多少？将此问题进行拓展，在ｎ×ｎ×ｎ、ｌ×ｍ
×ｎ的图形中，立方体、长方体的总数又是多少？

其实，此问题还可以不断深化，进入到４维、５
维、…等高维空间中去探索方块的总数问题，我们

将另文加以研究．
２　思维的舒展

受华师版教科书中归纳 出 的 方 法 启 示，可 以

让学生以表格的形式将其总数呈现出．这种 方 式

直观易懂，易于发现规律，正如在分割问题的研讨

中，波利亚就是用表格的方式发现了点分割线、线
分割面、面分割体的内在关联．下表１是问题１的

第一部分的参考答案．
表１　平面基本图中所含图形的总数表

图形的总数

基本图

正方形的总数 长方形的总数

２×２　 １２＋２２　 １３＋２３

３×３　 １２＋２２＋３２　 １３＋２３＋３３

…… …… ……

ｎ×ｎ　 １２＋２２＋…＋ｎ２　 １３＋２３＋…＋ｎ３

　　这个答案是通过归纳法得出的．通过对基本

图２×２、３×３中正方形与长方形总数的计数就可

以发现上述规律．如对图１中，假定小正方形的边

长是１，那么此基本图中边长为１的正方形共有９
＝３２ 个，边长为２的正方形共有４＝２２ 个，而边长

为３的正方形有１＝１２个，此基本图中共有１２＋２２

＋３２ 个正方形；同样可得出此基本图中长方形的

个数（正方形视为特殊的长方形），除了１２＋２２＋
３２ 个特殊长 方 形，还 有 边 长 为１、２的 长 方 形１２
个，边长２、３的长方形４个，边长１、３的长方式形

６个，共有（１＋２＋３）２＝１２＋２２＋３２＋２×１×２＋２
×２×３＋２×１×３＝１３＋２３＋３３个长方形．对于基

本图ｎ×ｎ而言，猜想也有如此的规律．
从上表中容易发现：在ｎ×ｎ的图形中，正方

形的总数是自然数１到ｎ的平方之和；长方形的

总数是自然数１到ｎ的立方之和．
需要说明的是长方形的总数满足（１＋２＋…
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＋ｎ）２＝１３＋２３＋…＋ｎ３ 公式，而对完全平方公式

打开，发现如２×１×２项恰好是边长ｎ、（ｎ－１）的

长方形数，这个发现对后面的讨论十分重要．
在数ｎ×ｎ×ｎ图形中立方体总数的过程中我

们同样发现有这 样 一 种 和 谐 的 规 律：ｎ×ｎ×ｎ图

形中立方体的总数恰好也是自然数１到ｎ的立方

之和．
如图２对３×３×３立体图形而言，假定小立

方体的边长为１，显 然 整 个 图２是 由 边 长 为１的

２７＝３３个 小 立 方 体 构 成 的，其 基 本 图 中 边 长 为２
的正方体 有８＝２３个，边 长 为３的 立 方 体 有１＝
１３，此图中共 有 立 方 体 的 总 数 是：１３＋２３＋３３．与

上表１中，ｎ×ｎ的 图 形 中 所 含 长 方 形 的 总 数

一致．
由此，自然就联想到ｎ×ｎ×ｎ图形中长方体

的总数规律可能是：自然数１到ｎ的４次方之和．
可是经过验证，发 现 结 果 不 是 这 样．只 须 对２×２
×２的图形 中 数 一 下 长 方 体 的 总 数，就 会 发 现 这

个图形中长方体的总数是２７，而不是 猜 想 的１７，
那么到底结果是多少呢？

我们以３×３×３为例加以探索：除了边长为

１、２、３的正方体外，长方体的类型还有：（１１２）型，
意思是说边长分别是１、１、２的一类长方体（下文

中出现类似的 标 注 意 思 一 致），这 种 图 形 在３×３
×３图形中的个数是５４个；同样，我们可以数出３
×３×３图 形 中 其 它６种 类 型 的 个 数 加 以 统 计，
有：（１１３）型，长 方 体 的 个 数 是２７；（１２２）型，长 方

体的个 数 是３６；（１３３）型，长 方 体 的 个 数 是９；
（１２３）型，长方体的个数是３６；（２２３）型，长方体的

个数是１２；（２３３）型，长方体的个数是６．
加上３种类型的正方体的个数，共１０种类型

的长方体（正方体可视做特殊的长方体），那么，在

３×３×３的图形中，总共长方体的总数是：

１＋８＋２７＋６＋１２＋９＋２７＋３６＋５４＋３６
＝２１６

这些数据的规律特别像：
（１＋２＋３）３＝１３＋２３＋３３＋…的 展 开 式．展

开分析发现确实有这个规律：
（１＋２＋３）３＝１３＋２３＋３３＋３×１２×２＋３×１

×２２＋３×１２×３＋３×１×３２＋３×２２×３＋３×２×
３２＋６×１×２×３

＝１＋８＋２７＋６＋１２＋９＋２７＋３６＋５４＋３６．

这种美妙和谐的一致性 确 实 令 人 惊 讶．为 此

可得出如下一个猜想表：
表２　空间基本图中所含图形的个数表

图形的总数

基本图

正方体的总数 长方体的总数

２×２×２　 １３＋２３ （１＋２）３

３×３×３　 １３＋２３＋３３ （１＋２＋３）３

…… …… ……

ｎ×ｎ×ｎ　 １３＋２３＋…＋ｎ３ （１＋２＋３＋…＋ｎ）３

　　其实我们只是初步尝试了基本图形中比较特

殊情况的讨论，对于一般情形，如ｍ×ｎ、ｌ×ｍ×ｎ
图形中所含图形的总数问题并没有讨论，而 且 得

出的结论也没有进行证明，只是一些猜想，这些猜

想大多数是笔者在课堂上与学生共同生发出的一

些想法而已．学生生发出的这些珍贵的想法 是 思

维舒展的表现，是思维进入数学领域的一种尝试，
经历了实际操作、观察特例、大胆猜 测、探 求 一 般

结论的过程，［２］领悟 了 归 纳、类 比 的 美 妙 之 处，特

别在尝试、纠错的过程中训练了学生思维的 缜 密

性、发散性 以 及 促 进 学 生 追 求 思 维 和 谐 性、统 一

性、共鸣性，进而通过这样一种思维之旅让学生体

会感受到了数学的美．
３　三点感悟

３．１　多方位探索给思维舒展拓宽路径

在看似平常的、不起眼的 小 问 题 中 从 不 同 的

角度、方位进行挖掘、分析、思考就可 以 使 教 学 达

到一个新的高度，不断的开发、激活学生的数学思

维空间．尤其是在探索中不断的创 新，大 胆 尝 试，
就会得出许多使人意想不到的结果．虽然思 维 拓

展的过程并非一帆风顺，会出现很多困惑，但这种

困惑是有意义、有价值的，它引发了 思 考、激 起 了

关注、启示引导学生体验并感受精细化、深度化的

思维真谛，感受从小问题得出一般的结论的 成 功

喜悦．
３．２　多方法尝试给思维舒展指明方向

简单的数个数看似意义不大，但实际一操作，
发现里面学问也不少．如何数出水 平、数 出 品 味、
数出智慧、数出能力是值得回味的问题，最值得反

思的是在教学中如何把发现和话语权交给 学 生，
更加深度的引发学生去探索．就上面的基本图中

（下转第３５页）

１３２０１１年　第５０卷　第１１期　　 　　　　　　数学通报



天，占 当 月 天 数 的１４
１５．

说 明 该 市 空 气 质 量 基 本

良好．

（２）轻微污染有２天，占当月天数的１
１５．

污染

指数在８０以上的接近轻微污染的天 数 有１５天，
加上处于轻微污染的天数，共有１７天，占 当 月 天

数的１７
３０
，超过５０％，说 明 该 市 空 气 质 量 有 待 进 一

步改善．
从茎叶图角度来看，本题可以改编成为：
某市２０１０年４月１日—４月３０日对空气污

染指数的监测数据的茎叶图如下（主要污染物为

可吸入颗粒物）：

４　 ９　 ５
５　 ６
６　 １　 ７　 ４
７　 ６　 ０　 ５　 ７　 ９　 ５　 １
８　 １　 １　 ８　 ６　 １　 ３　 ２　 ２　 ６　 ５
９　 １　 ２　 １　 ５　 １
１０　１　 ３

　　根据国家标准，污染指数在０～５０之间时，空
气质量 为 优：在５１～１００之 间 时，为 良；在１０１～
１５０之间时，为轻微污染；在１５１～２００之间时，为

轻度污染，请你跟上面的数据及标准判断下例 说

法正确的是①④（写出所有序号）．
①该市一个月中空气污染指数有２天处于优

的水平，占当月天数的１
１５

②该市一个月中空气污染指数处于优或良的

天数占当月天数的１３
１５

③该市一个月中空气污染指数表明该市轻微

污染天数没有超过５０％；

④该 市 空 气 质 量 基 本 良 好，并 有 待 进 一 步

改善．
根据以上的分析，我们不难看出，数学教育要

培养学生提出问题、思考问题、解决问 题 的 习 惯．
一个“好”的问题，是对课程内容及其思想方法的

深入理解和掌握有帮助的问题，是学习中自然 产

生的问题［１］．随着教师对新课程 标 准 的 解 读 慢 慢

深入，我们提出的问题也就带有一定的思考性，而
目前高考对于统计的考查是一个热点，但是往 往

我们对于 统 计 这 部 分 知 识 总 局 限 于 大 量 的 计 算

上，对统计学的本质总觉得考查起来捉襟见肘，而
海淀这道题目的出现为我们的统计学的教学打开

了一扇窗，由此看来题目不在大小，能考查这一知

识所渗透的思想则就是一道难得的好题．
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（上接第３１页）
数所含图形的问题初看似乎没有规律，但认真 梳

理确发现蕴藏着很好的规律，只有勇于探索、善于

联想、执着努力，就一定会有结果的、会 发 现 规 律

及规律后所隐藏的数学方法与思想．
３．３　多联想体会让思维舒展增添喜悦

提供一种好的问题切入口，给 思 维 留 下 足 够

的时间、空间，调动记忆、联想、想象，把思维激活、
开放，就能实现优化数学思维的目的．不断的拓展

问题空间，就能把思维升华到一个新的天地，就像

上面的数方块问题，如果放在超维空间中思考，可

能会有许多更加惊人的发现．既然超维空间的 存

在是不争的事实，那么作为一种空间，肯定有其图

形存在，那么超立方块、超长方块的个数又如何去

数呢？探索还须不断进行，思维会不断舒展，快乐

与成功就会不断生成．
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