
2020 年 3 月

第 36 卷 第 1 期
纯粹数学与应用数学

Pure and Applied Mathematics
Mar. 2020

Vol. 36 No. 1

弱投射维数
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摘要：引入了弱投射模及弱投射维数的概念, 说明弱投射模是 FP- 投射模的真

子类. 给出了环的整体弱投射维数的刻画, 并得到了凝聚环和 Noether 的一些

新的同调刻画.
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1 引引引言言言

作为内射模的一种推广, 文献 [1] 引入了 FP- 内射模的概念. FP- 内射模类具有良

好的性质. 例如, 在凝聚环上 FP- 内射模类和平坦模类具有良好的对偶性质. 特别的,

在凝聚环上 FP- 内射模类对直和, 直积, 纯子模以及纯商模均封闭. 同时, 相对于 FP-

内射模类的余挠对在一般环上完备但未必遗传. 并且以 FP- 内射模为第一项的短正合

列为纯正合列, 因此 FP- 内射模又被称为绝对纯模. 注意到 FP- 内射模类的这些性质

在模论, 环论, 代数表示论等领域中得以广泛的应用.

2006 年, 作为对 FP- 内射模类的进一步研究, 文献 [2-3] 研究了 FP- 内射模类的左

正交类及相应的维数, 分别称之为 FP- 投射模和 FP- 投射维数. 由文献 [3] 可知, FP-

投射维数在凝聚环上具有良好的同调刻画. 特别的, 在凝聚环上所有 FP- 内射模内射维

数的上确界可以实现为该环的整体 FP- 投射维数 (见文献 [3] 定理 3.4).

文献 [4] 引入并研究了弱内射模, 弱平坦模及其维数, 这两类模将 Noether 环上

内射模类和平坦模类 (凝聚环上 FP- 内射模类和平坦模类) 的对偶性质推广到了任意

环. 受文献 [3] 的启发, 本文考虑弱内射模类的左正交类及相应的维数, 称之为弱投射
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模和弱投射维数. 特别的, 刻画了任意环上所有弱内射模内射维数的上确界, 同时给

出 Noether 环和凝聚环新的同调刻画.

下面给出后文所需的一些基本概念和基本事实.

贯穿全文, R 表示有单位元的结合环. 除非特殊说明, 所有的模均是指左 R- 酉模.

用 R-Mod 表示左 R- 模范畴.

设 X , Y 是模类. 称 X 是投射可解的, 如果投射模类 P ⊆ X , 并且对任意模的短正

合列

0 → X ′ → X → X ′′ → 0

其中 X ′′ ∈ X , 有 X ′ ∈ X 等价于 X ∈ X . 对偶的可以定义内射可解模类.

称二元组 (X ,Y) 是余挠对, 如果 X⊥ = Y, ⊥Y = X . 这里

X⊥ =: {M ∈ R-Mod | Ext1R(X,M) = 0, ∀ X ∈ X},

类似的可以定义 ⊥Y.

称余挠对 (X ,Y) 是遗传的, 如果对任意的 X ∈ X , Y ∈ Y 及 m ≥ 1, 都

有 ExtmR (X,Y ) = 0. 称余挠对 (X ,Y) 是由集合余生成的, 如果存在 X 的一个子
集 S 使得 S⊥ = Y. 称余挠对 (X ,Y) 是完备的, 如果对任意的 M ∈ R-Mod, 都存在模

的两个短正合序列

0 → Y → X →M → 0 及 0 →M → Y ′ → X ′ → 0

其中 X,X ′ ∈ X 且 Y, Y ′ ∈ Y. 称模 M 是 FP- 内射模 [1], 如果对于每个有限表示

模 F , Ext1R(F,M) = 0. 用 FI 表示所有的 FP- 内射模构成的模类. 称 M 是 FP- 投射

模 [3], 如果对任意的 F ∈ FI, Ext1R(M,F ) = 0. 用 FP 表示所有的 FP- 投射模构成的

类. 模 M 的 FP- 投射维数 [3], 记为 fpdR(M), 定义如下:

fpdR(M) = inf{m ∈ N | Extm+1
R (M,X) = 0, ∀X ∈ FI}.

若上述 n 不存在, 则记 fpdR(M) = ∞.

2 弱弱弱投投投射射射模模模

本节给出弱投射模的概念并讨论弱投射模类和 FP- 投射模类的关系, 并由此给出

左凝聚环新的同调刻画.

首先回顾弱内射模的定义.

定定定义义义 2.1 (1) 称 M 是超有限表示的, 如果 M 具有如下形式的投射分解

· · · → Pn → · · · → P1 → P0 →M → 0,
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其中每个 Pi 都是有限生成投射模.

(2) 称模 M 是弱内射模 [4], 如果对任意超有限表示模 H, 都有 Ext1R(H,M) = 0.

受文献 [3] 的启发, 引入以下概念.

定定定义义义 2.2 称 M 是弱投射模, 如果对任意弱内射模 N , 都有 Ext1R(M,N) = 0.

分别用 WP 和 WI 表示所有的弱投射模构成的类和所有的弱内射模构成的类.

注注注 2.1 显然 P ⊆ WP ⊆ FP.

注注注 2.2 P = WP, 当且仅当所有的模都是弱内射的.

由文献 [3] 可知, 对任意环 R, (FP,FI) 是完备的 (但未必遗传) 的余挠对. 下述引

理讨论这一结论的弱投射模类对应版本.

引引引理理理 2.1 设 R 是环. 则 (WP,WI) 是完备遗传的余挠对. 特别的, WP 是投射可
解的.

证证证明明明 设 S 是互不同构的超有限表示模构成的类, 则 S 作成一个集合, 并

且 (WP,WI) 是由集合 S 余生成的, 从而是完备的余挠对. 另一方面, 由文献 [5]

知 WI 是内射可解的, 所以由文献 [6] 知 (WP,WI) 是遗传的, 且 WP 是投射可解的.

下述定理给出左凝聚环的同调刻画, 同时也说明包含 WP ⊆ FP 是严格的.

定定定理理理 2.1 设 R 是环, 则以下条件等价

(1) R 是左凝聚环. (2) (FP,FI) 是完备遗传的余挠对.

(3) (WP,WI) = (FP,FI). (4) WP = FP.

证证证明明明 由文献 [7] 可知 (1) ⇔ (2).

由 (FP,FI) 和 (WP,WI) 均为余挠对可知 (3) ⇔ (4).

(3) ⇒ (2) 由引理 2.3 可证.

(1) ⇒ (4) 由文献 [5] 可知 WI = FI. 因此 WP = ⊥WI = ⊥FI = FP.

本节最后给出左 Noether 环的等价刻画.

定定定理理理 2.2 设 R 是环, 则以下条件等价:

(1) R 是左 Noether 环. (2) 每个有限生成模是超有限表示的.

(3) 每个循环模是超有限表示的. (4) 每个模是弱投射的.

(5) 每个弱内射模是弱投射的. (6) 每个弱内射模是内射的.

(7) 对任意 M, N ∈ WI, 都有 Ext1R(M,N) = 0.

证证证明明明 显然有 (1) ⇔ (2) ⇔ (3) 和 (5) ⇔ (7).

(3) ⇒ (6). 设 M 是任意弱内射模. 注意到对 R 的任意左理想 I, R/I 是循环模.

从而由 (3) 知, Ext1R(R/I,M) = 0. 所以由 Bear 准则可知, M 是内射模.

(4) ⇒ (6). 设 M 是任意弱内射模, N 是任意模. 则由 (4) 知, Ext1R(N,M) = 0. 于

是 M 是内射模.
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(6) ⇒ (5).设M, N 是任意弱内射模. 则由 (6)可知, Ext1R(M,N) = 0.于是M 是

弱投射模.

(5) ⇒ (4). 设 M 是任意弱内射模. 则由引理 2.1 可知, 存在模的短正合列

0 →M → E → C → 0,

其中 E ∈ WI, C ∈ WP. 由 (5)可知 E ∈ WP.从而由WP 的投射可解性知M ∈ WP.

(6) ⇒ (1). 由文献 [5] 可知 R 是左凝聚环且每个 FP- 内射模是内射的, 从而 R 是

左 Noether 环.

3 弱弱弱投投投射射射维维维数数数

本节给出弱投射维数的概念, 并讨论一般环上弱投射维数的同调刻画. 在经典的同

调代数中, 一个模 M 的投射维数有两种等价的刻画: 一是投射分解长度的下确界, 另一

则是使得函子 Extm+1
R (M,−) 消失的 m 的下确界. 下述引理讨论这一事实的弱投射模

的相应情况.

引引引理理理 3.1 设 R 是环, M 是右 R- 模. 则对任意非负整数 n, 以下条件等价:

(1) Extn+1
R (M,N) = 0, 其中 N 是任意弱内射模.

(2) Extn+j
R (M,N) = 0, 其中 j ≥ 1, N 是任意弱内射模.

(3) 存在正合列 0 → Wn → Wn−1 → · · · → W1 → W0 → M → 0, 其中每个 Wi 是

弱投射模.

(4) 对任意正合列 0 → K →Wn−1 → · · · →W1 →W0 →M → 0, 若每个 Wi 是弱

投射模, 则 K 是弱投射模.

(5) 对任意的正合序列 0 → H → Pn−1 → · · · → P1 → P0 →M → 0, 若每个 Pi 是

投射模, 则 H 是弱投射模.

证证证明明明 (1) ⇒ (2). 对 j 进行数学归纳. j = 1 的情形由 (1) 可知. 设 j > 1. 考虑短

正合列

0 → N → E → L→ 0,

其中 E 是内射模, 则由 WI 的内射可解性知 L ∈ WI. 从而由维数转移和归纳假设知,

Extn+j
R (M,N) ∼= Extn+j+1

R (M,N) = 0.

(2) ⇒ (5). 设有正合序列 0 → H → Pn−1 → · · · → P1 → P0 → M → 0, 其中每

个 Pi 是投射模. 则对任意的 W ∈ WI, 由维数转移和 (2) 可知,

Extn+1
R (M,W ) ∼= Ext1R(H,W ) = 0.
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于是 H 是弱投射模.

(5) ⇒ (4). 由引理 2.3 知 WP 是投射可解的. 同时易知 WP 对任意直和及直和因
子封闭.

考虑 (4) 中待证明的正合列. 则对于 (5) 中的正合列, 由比较引理可得如下复形的

交换图:

0 // H

��

// Pn−1

��

dn−1 // · · ·

��

d2 // P1

��

d1 // P0

��

d0 // M

∥
��

// 0

0 // K // Wn−1
σn−1 // · · · σ2 // W1

σ1 // W0
σ0 // M // 0

于是存在如下正合映射锥序列

0 // H
fn// Pn−1

⊕
K

fn−1// Pn−2
⊕
Wn−1

fn−2 // · · · f1// P0
⊕
W1

f0 // W0
// 0

因为 Pi, Wi ∈ WP, 0 ≤ i ≤ n− 1, 所以由 WP 对直和的封闭性可知,

Pi

⊕
Wi+1 ∈ WP, 0 ≤ i ≤ n− 2.

将上述长正合列打断, 记 Kerfi = Ki, i = 0, 1, · · · , n− 1, K−1 =W0 则有短正合列

0 → Ki → Pi

⊕
Wi+1 → Ki−1 → 0

于是可知 Kn−1 ∈ WP 中, 并且 Pn−1
⊕
K ∈ WP. 进而由 WP 对直和因子的封闭性可

知, K ∈ WP.

(4) ⇒ (3) 显然, (3) ⇒ (1) 由维数转移可证.

由上述引理可知, 可通过如下两种方式定义模的弱投射维数.

定定定义义义 3.1 设 R 是环, M 是模. M 的弱投射维数记为 wpdR(M), 定义如下:

wpdR(M) = inf{m ∈ N | Extm+1
R (M,X) = 0, ∀X ∈ WI}

等价的,

wpdR(M) = inf{m ∈ N |存在正合列0 → Pm → · · · → P1 → P0 →M → 0,

其中每个Pi ∈ WP}

若上述 m 不存在, 则记 wpdR(M) = ∞.

注注注 3.1 设 R 是环, M 是模.

(1) wpdR(M) = 0 当且仅当 M ∈ WP.

(2) 显然 fpdR(M) ≤ wpdR(M) ≤ pdR(M).
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(3) 由定理 2.4 和定义 3.2 易知环 R 是左凝聚环当且仅当对任意的模 N ,

fpdR(N) = wpdR(N).

注意到引理 3.1 给出了一般环上 wpdR(M) ≤ n 的等价刻画. 结合这一引理, 运用

通常处理投射维数的方法可得如下结论

命命命题题题 3.1 设 0 // A // B // C // 0 是正合列. wpdR(A),wpdR(B), wpdR(C) 中

任意两个有限, 则第三个有限, 并且,

(1) wpdR(B) ≤ sup{wpdR(A), wpdR(C)}.
(2) wpdR(A) ≤ sup{wpdR(B), wpdR(C)− 1}.
(3) wpdR(C) ≤ sup{wpdR(B), wpdR(A) + 1}.
(4) 若 0 < wpdR(A) <∞ 且 B ∈ WP, 则 wpdR(C) = wpdR(A) + 1.

通常定义环的整体弱投射维数如下

定定定义义义 3.2 设 R 是环, R 的左整体弱投射维数记为 l.Wpd(R), 定义如下:

l.Wpd(R) = sup{wpdR(M) |M ∈ R-Mod}.

下述定理说明这一整体维数可以实现为所有弱内射模内射维数的上确界.

定定定理理理 3.1 设 R 是环. 则以下维数相等:

(1) l.Wpd(R). (2) sup{wpdR(M) |M 是有限生成模}.
(3) sup{wpdR(M) |M 是循环模}. (4) sup{idR(F ) | F 是弱内射模}.
(5) sup{wpdR(F ) | F 是弱内射模}.
证证证明明明 (3) ≤ (2) ≤ (1) 和 (5) ≤ (1) 显然.

(3) ≤ (4). 假设 sup{idR(F ) | F 是弱内射模}=m <∞. 设 M 是任意模, N 是任意

弱内射模. 由于 idR(N) ≤ m, 从而 Extm+1
R (M,N) = 0. 所以 wpdR(M) ≤ m.

(4) ≤ (2). 假设 sup{wpdR(M) | M 是一个循环模}=n < ∞. 设 N 是弱内射

模, I 是 R 的任意左理想, 则由 (2) 知 wpdR(R/I) ≤ n. 从而由引理 3.1 和定义 3.1

知 Extn+1
R (R/I,N) = 0, 所以 idR(N) ≤ n.

(3) ≤ (5). 设 sup{wpdR(F ) | F 是弱内射模}=n < ∞. 设 M 是模, 由引理 2.1 知

存在短正合列 0 → M → I → C → 0, 其中 I 是弱内射模, C 是弱投射模, 从而由命

题 3.1 知 wpdR(M) ≤ wpdR(F ) ≤ n.

根据文献 [5-8], 称模 M 是 Gorenstein AC- 内射模 (Gorenstein 内射模), 如果存

在内射模的 HomR(WI,−)- 正合 (HomR(I,−)- 正合) 的正合列

· · · → I1 → I0 → I0 → I1 → · · ·
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使得 M = Im(I0 → I0). 由定义, 显然每个 Gorenstein AC- 内射模是 Gorenstein 内射

模, 但不清楚这一包含是否为严格的. 由文献 [5] 可知, 若每个内射模具有有限的内射维

数, 则 Gorenstein AC- 内射模和 Gorenstein 内射模一致. 作为定理 3.1 的应用, 有

推推推论论论 3.1 设 R 是环. 则以下条件等价:

(1) l.Wpd(R) <∞. (2) sup{wpdR(M) |M 是有限生成模}<∞.

(3) sup{wpdR(M) |M 是循环模}<∞. (4) sup{idR(F ) | F 是弱内射模}<∞.

(5) sup{wpdR(F ) | F 是弱内射模}<∞.

当以上条件之一满足时, Gorenstein AC- 内射模和 Gorenstein 内射模一致.

注注注 3.2 由定理 2.1 知, WP = FP 当且仅当 R 是左凝聚环. 因此, 文献 [3] 中的命

题 3.1, 命题 3.2, 推论 3.3, 定理 3.5 可视为引理 3.1, 命题 3.1, 定理 3.1 的特殊情形.
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Abstract: In the article, we introduce the notions of weak projective modules and weak projective

dimensions of rings and modules; show that the class of weak projective modules are strictly contained

in that of FP-projective modules. We give a characterizations of the global weak projective dimensions

of rings; and obtain some new homological characterizations of coherent rings and Noether rings.
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