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１　引　言

近年来，对一阶常微分方程周期边值问题的研
究已有诸多结果［１－６］，而对一阶差分方程周期边值
问题的研究则相对较少．比如，Ｓｕｎ［６］运用锥拉伸

与压缩不动点定理获得了一阶差分方程周期边值

问题

－Δｘ（ｔ）＝ｆ（ｔ，ｘ（ｔ＋１）），ｔ∈｛０，１，…，Ｔ｝，

　ｘ（０）＝ｘ（Ｔ＋１）
正解的存在性，其中Ｔ＞２是整数，ｆ：｛０，１，…，Ｔ｝×
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［０，∞）→Ｒ连续．值得注意的是，该文虽然获得了
正解的存在性，但没有得到正解集的全局结构．
随着分歧理论的发展，一阶差分方程周期边值

问题正解连通分支的走向问题也获得了一些结果，
如 Ｍａ等［７］获得了该类问题从特征值处产生的连
通分支是向左或向右分歧的，并给出了连通分支具
有简单结构的条件．但据我们所知，对于一阶差分
方程周期边值问题正解连通分支无穷多次振荡的

结构性态尚未被研究．
本文的目的是研究一类一阶差分方程周期边

值问题

－Δｘ（ｔ）＋ｑ（ｔ）ｘ（ｔ）＝λａ（ｔ）ｘ（ｔ）＋ｆ（ｔ，ｘ（ｔ））ｘ（ｔ），

　ｔ∈Ｔ^，ｘ（０）＝ｘ（Ｔ） （１）
正解连通分支的振荡性及无穷多个正解的存在性，

其中λ＞０是参数，Ｔ＞２是整数，Ｔ^ ｛０，１，…Ｔ－
１｝．本文总假定：

（Ｈ１）ｑ：Ｔ^→［０，∞）；

（Ｈ２）ａ：Ｔ^→（０，∞）；

（Ｈ３）ｆ：Ｔ^×Ｒ→Ｒ连续且ｆ（ｔ，０）＝０；
（Ｈ４）存在非负常数γ－－，γ＋＋使得 －γ－－ ≤

ｆ（ｔ，ξ）
ａ（ｔ） ≤γ

＋＋，（ｔ，ξ）∈Ｔ^×Ｒ；

（Ｈ５）存在非负常数γ－，γ＋及正数ξｊ，ｊ＝１，

２，…的递增序列，使得对任意ｊ满足ξｊ＜
ｍ
Ｍξｊ＋１

，

且对于任意ｔ∈Ｔ^满足

γ＋ ≤ｆ
（ｔ，ξ）
ａ（ｔ）

，ξ∈（
ｍ
Ｍξ２ｊ－１

，ξ２ｊ－１），

－γ－ ≥ｆ
（ｔ，ξ）
ａ（ｔ）

，ξ∈（
ｍ
Ｍξ２ｊ

，ξ２ｊ），

其中Ｍ，ｍ分别是问题（１）对应齐次方程的格林函
数的最大最小值．
记

Ｉ１
ｍ

Ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

－γ＋＋， Ｍ

ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

＋γ－－熿

燀

燄

燅
，

Ｉ２
ｍ

Ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

－γ＋， Ｍ

ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

＋γ－熿

燀

燄

燅
．

Ｘ＝｛ｘ　ｘ：｛０，１，…，Ｔ｝→Ｒ　ｘ（０）＝ｘ（Ｔ）｝为在范
数‖ｘ‖＝ｍａｘ

ｔ∈Ｔ^

ｘ（ｔ）下构成的Ｂａｎａｃｈ空间．

本文的主要结果如下：
定理１．１　设（Ｈ１）～（Ｈ４）成立．则问题（１）的

任意正解均在集合Ｉ１×Ｘ中．特别地，Ｃ＋
１ ∈Ｉ１×Ｘ，

其中Ｃ＋
１ 表示问题（１）的正解连通分支．
定理１．２　假设（Ｈ１）～（Ｈ５）成立．设（λ，ｘ）是

问题（１）的任意正解．若‖ｘ‖＝ξ２ｊ－１，ｊ≥１，则λ ＜
Ｍ

ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

－γ＋ ；若 ‖ｘ‖ ＝ξ２ｊ，ｊ≥１，则λ ＞

ｍ

Ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

＋γ－ ．

推论１．３　假设（Ｈ１）～（Ｈ５）成立．则连通分
支Ｃ＋

１ ∈Ｉ１×Ｘ 是无界的．当Ｃ＋
１ 趋于无穷时，Ｃ＋

１

在区间Ｉ２ 上振荡无穷多次，即对每个λ∈Ｉ２ 都存
在无穷多个正解（λ，ｘ）∈Ｃ＋

１ ．

２　预备知识

重新记Ｔ^ ｛０，１，…Ｔ－１｝，Ｔ～ ｛０，１，…Ｔ｝．令

Ｘ＝｛ｘ　ｘ：Ｔ
～
→Ｒ　ｘ（０）＝ｘ（Ｔ）｝为在范数 ‖ｘ‖ ＝

ｍａｘ
ｔ∈ Ｔ～

ｘ（ｔ） 下 构 成 的 Ｂａｎａｃｈ 空 间．Ｙ ＝ ｛ｘ

ｘ：Ｔ^→Ｒ｝为在范数 ‖ｘ‖Ｙ ＝ｍａｘ
ｔ∈Ｔ^

ｘ（ｔ）下构成

的Ｂａｎａｃｈ空间．
引理２．１　（Ｋｒｅｉｎ－Ｒｕｔｍａｎ定理）［８］　设Ｅ是

Ｂａｎａｃｈ空间，ＫＥ是一个锥且满足Ｋ°≠．设Ｆ∈Ｌ
（Ｅ）是一个紧的强正算子．则ｒ（Ｆ）＞０，ｒ（Ｆ）是Ｆ
的一个具有正特征函数ｖ∈Ｋ°的简单特征值，并且

Ｆ再没有其他正特征值．
引理２．２　（Ｒａｂｉｎｏｗｉｔｚ全局分歧定理）［９］　

设Ｅ是Ｂａｎａｃｈ空间．考虑方程

ｘ＝μＬｘ＋Ｎ（μ，ｘ），μ∈Ｒ，ｘ∈Ｅ （２）
假定

（Ａ１）算子Ｌ：Ｅ→Ｅ为线性紧算子；
（Ａ２）μ０ 为Ｌ在Ｅ 中的本征值，且其代数重

数χ（μ０）为奇数，其中

χ（μ０）＝ｄｉｍ｛∪
∞

ｍ＝１
ｋｅｒ（（Ｉ－μ０Ｌ）

ｍ）｝；

（Ａ３）Ｎ：Ｒ×Ｅ→Ｅ全连续，且

ｌｉｍ
ｘ→０

‖Ｎ（μ，ｘ）‖
‖ｘ‖ ＝０．

记Ｃ（μ０）为方程（２）的非平凡解集的闭包中包含点
（μ０，０）的连通分支，则下面两种情形之一出现：

（ｉ）Ｃ（μ０）无界；
（ｉｉ）Ｃ（μ０）还连接（μ－，０），而μ－ 为不同于μ０ 的

本征值．
引理２．３　假设（Ｈ１）～（Ｈ３）成立．设ｈ∈Ｙ．

２３２
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则问题

－Δｘ（ｔ）＋ｑ（ｔ）ｘ（ｔ）＝ｈ（ｔ），ｔ∈Ｔ^，ｘ（０）＝ｘ（Ｔ）
（３）

存在唯一解ｘ（ｔ），

ｘ（ｔ）＝ ∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
Ｇ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ），ｔ∈ Ｔ^ （４）

其中

Ｇ（ｔ，ｓ）＝
∏
ｔ＋Ｔ－１

ｉ＝ｓ＋１

（１＋ｑ（ｉ））

∏
ｔ＋Ｔ－１

ｉ＝ｔ

（１＋ｑ（ｉ））－１
，ｔ≤ｓ≤ｔ＋Ｔ－１

（５）
证明　显然，由（３）式可知ｘ（ｔ＋１）＝（１＋

ｑ（ｔ））ｘ（ｔ）－ｈ（ｔ）．令ｑ～（ｔ）＝１＋ｑ（ｔ）．则ｘ（ｔ＋１）＝

ｑ～（ｔ）ｘ（ｔ）－ｈ（ｔ）．因

∏
ｔ

ｉ＝－∞
ｑ～－１（ｉ）ｘ（ｔ＋１）＝ ∏

ｔ－１

ｉ＝－∞
ｑ～－１（ｉ）ｘ（ｔ）－

　∏
ｔ

ｉ＝－∞
ｑ～－１（ｉ）ｈ（ｔ），

故

Δ（∏
ｔ－１

ｉ＝－∞
ｑ～－１（ｉ）ｘ（ｔ））＝－∏

ｔ

ｉ＝－∞
ｑ～－１（ｉ）ｈ（ｔ）．

简单化简可得

∏
ｔ＋Ｔ－１

ｉ＝－∞
ｑ～－１（ｉ）ｘ（ｔ＋Ｔ）－∏

ｔ－１

ｉ＝－∞
ｑ～－１（ｉ）ｘ（ｔ）＝

　 －∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
∏
ｓ

ｉ＝－∞
ｑ～－１（ｉ）ｈ（ｓ），

即

ｘ（ｔ）（１－∏
ｔ＋Ｔ－１

ｉ＝ｔ
ｑ～（ｉ））＝－∑

ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
∏
ｔ＋Ｔ－１

ｉ＝ｓ＋１
ｑ～（ｉ）ｈ（ｓ）．

因而ｘ（ｔ）＝ ∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
Ｇ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ），ｔ∈ Ｔ^．证毕．

定义锥ＰＸ为Ｐ＝｛ｘ∈Ｘ｜ｘ（ｔ）≥０，ｘ（ｔ）≥
ｍ
Ｍ ‖ｘ‖，ｔ∈Ｔ～｝．定义映射Ａλ：Ｐ→Ｘ为

Ａλｘ（ｔ）＝ ∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
Ｇ（ｔ，ｓ）［λａ（ｓ）ｘ（ｓ）＋

　ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））ｘ（ｓ）］，ｔ∈ Ｔ^．
引理２．４　假设（Ｈ１）～（Ｈ３）成立．则Ａλ（Ｐ）

Ｐ且Ａλ：Ｐ→Ｐ是全连续的．
证明　由Ｐ的定义，若ｘ∈Ｐ，则
‖Ａλｘ‖ ＝ｍａｘ

ｔ∈Ｔ^

Ａλｘ（ｔ） ＝

　　ｍａｘ
ｔ∈Ｔ^
∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
Ｇ（ｔ，ｓ）［λａ（ｓ）ｘ（ｓ）＋

　　ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））ｘ（ｓ）］≤

　　Ｍ∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ

［λａ（ｓ）ｘ（ｓ）＋ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））ｘ（ｓ）］．

Ａλｘ（ｔ）＝ ∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
Ｇ（ｔ，ｓ）［λａ（ｓ）ｘ（ｓ）＋

　ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））ｘ（ｓ）］≥

　ｍ∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ

［λａ（ｓ）ｘ（ｓ）＋ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））ｘ（ｓ）］＝

　ｍＭＭ∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ

［λａ（ｓ）ｘ（ｓ）＋ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））ｘ（ｓ）］≥

　ｍＭ ‖Ａλｘ‖．

故Ａλ（Ｐ）∈Ｐ．此外，由Ｘ 是有限维空间易证Ａλ：

Ｐ→Ｐ是一个全连续算子．
令λ１ 是线性特征值问题

－Δｘ（ｔ）＋ｑ（ｔ）ｘ（ｔ）＝λａ（ｔ）ｘ（ｔ），ｔ∈Ｔ^，

　ｘ（０）＝ｘ（Ｔ）
（６）

的一个主特征值，φ１ 是λ１ 对应的非负特征函数．
引理２．５　假设（Ｈ１）～（Ｈ２）成立．则线性特

征值问题（６）存在一个简单主特征值λ１＞０，其对
应的特征函数φ１∈Ｘ同样为正．

证明　定义锥Ｐ０ ＝｛ｘ∈Ｘ　ｘ（ｔ）≥０，ｔ∈Ｔ～｝，
则Ｐ０ 是一个正规锥并且其内部是非空的．显然，

Ｘ＝Ｐ０－Ｐ０，即Ｐ０ 是一个完全锥．因为Ｇ（ｔ，ｓ）＞０，

ｔ≤ｓ≤ｔ＋Ｔ－１，则

Ｆｘ（ｔ）＝λ∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
Ｇ（ｔ，ｓ）ａ（ｓ）ｘ（ｓ），ｔ∈ Ｔ^

是一个强正算子，即Ｆｘ∈ｉｎｔ　Ｐ０，ｘ∈Ｐ０＼｛０｝．由引
理２．１，谱半径ｒ（Ｆ）＞０且存在φ１∈Ｘ，φ１＞０使
得Ｆφ１＝ｒ（Ｆ）φ１．因而λ１ ＝（ｒ（Ｆ））

－１是线性特征

值问题（６）的具有正特征函数的正特征值．

３　主要结果的证明

定义Ｌ：Ｘ→Ｙ，Ｌｘ －Δｘ（ｔ）＋ｑ（ｔ）ｘ（ｔ），ｘ∈
Ｘ．因Ｘ 是有限维空间，则Ｌ－１：Ｘ→Ｘ 是紧的．以
下从非平凡解ｘ≡０处考虑分歧问题

Ｌｘ－λａ（ｔ）ｘ＝ｆ（ｔ，ｘ）ｘ （７）
方程（７）等价于

ｘ（ｔ）＝∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
Ｇ（ｔ，ｓ）［λａ（ｓ）ｘ（ｓ）＋

　ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））ｘ（ｓ）］ （λＬ－１［ａ（·）ｘ（·）］＋

　Ｌ－１［ｆ（·，ｘ（·））ｘ（·）］）（ｔ）．
记

Ｎｘ Ｌ－１［ｆ（·，ｘ（·））ｘ（·）］（ｔ）＝

３３２
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　∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
Ｇ（ｔ，ｓ）ｆ（ｔ，ｘ（ｓ））ｘ（ｓ），

其全连续的证明同引理２．４．则

‖Ｎｘ‖
‖ｘ‖ ＝

ｍａｘ
ｔ∈Ｔ^
∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
Ｇ（ｔ，ｓ）ｆ（ｔ，ｘ（ｓ））ｘ（ｓ）

‖ｘ‖ ≤

　Ｃｍａｘ
ｔ∈Ｔ^
∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ｆ（ｔ，ｘ（ｓ）），

其中Ｃ是一个常数．结合条件（Ｈ３）中ｆ（ｔ，０）＝０，

ｔ∈Ｔ^ 知，当ｘ在Ｘ 中趋于０时，‖Ｌ－１［ｆ（·，ｘ
（·））ｘ（·）］（ｔ）‖＝ｏ（‖ｘ‖）．
下文将在Ｒ×Ｘ中讨论问题（１）正解解集的全

局结构．由 Ｒａｂｉｎｏｗｉｔｚ全局分歧定理及引理２．５
知，存在从（λ１，０）处分歧产生的问题（１）的正解无
界连通分支Ｃ＋

１ Ｒ×Ｘ，且Ｃ＋
１ 的闭包是（λ１，０）

∪Ｃ＋
１ ．
定理１．１的证明　因为

ｘ（ｔ）＝∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
Ｇ（ｔ，ｓ）［λａ（ｓ）ｘ（ｓ）＋ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））ｘ（ｓ）］＝

　　∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
Ｇ（ｔ，ｓ）［λ＋ｆ

（ｓ，ｘ（ｓ））
ａ（ｓ）

］ａ（ｓ）ｘ（ｓ）≥

　　∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ｍ（λ－γ－－）ａ（ｓ）ｘ（ｓ）≥

　　∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ｍ（λ－γ－－）ａ（ｓ）ｍＭ ‖ｘ（ｓ）‖，

‖ｘ（ｔ）‖ ≥ｘ（ｔ）≥

　∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ｍ（λ－γ－－）ａ（ｓ）ｍＭ ‖ｘ（ｓ）‖，

所以

１≥ｍ
２

Ｍ
（λ－γ－－）∑

ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ），

即

　λ≤ Ｍ

ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

＋γ－－ （８）

同理，

ｍ
Ｍ ‖ｘ（ｔ）‖ ≤ｘ（ｔ）≤

　　∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
Ｍ（λ＋γ＋＋）ａ（ｓ）‖ｘ（ｓ）‖，

ｍ
Ｍ ≤Ｍ（λ＋γ＋＋）∑

ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ），

λ≥ ｍ

Ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

－γ＋＋ （９）

因为

－Δφ１（ｔ）＋ｑ（ｔ）φ１（ｔ）＝λ１ａ（ｔ）φ１（ｔ），ｔ∈Ｔ^

　φ１（０）＝φ１（Ｔ）
等价于和分方程

φ１（ｔ）＝λ１∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
Ｇ（ｔ，ｓ）ａ（ｓ）φ１（ｓ），ｔ∈ Ｔ^，

而

‖φ１（ｔ）‖ ≥φ１（ｔ）≥λ１∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ

ｍ２
Ｍａ
（ｓ）‖φ１（ｓ）‖，

所以

λ１ ≤ Ｍ

ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

≤ Ｍ

ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

＋γ－－ （１０）

同理，

ｍ
Ｍ ‖φ１（ｔ）‖ ≤φ１（ｔ）≤Ｍλ１∑

ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）‖φ１（ｓ）‖ ，

即

λ１ ≥ ｍ

Ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

≥ Ｍ

ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

－γ＋＋ （１１）

由（８）和（９）式可得

λ∈ ［ ｍ

Ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

－γ＋＋， Ｍ

ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

＋γ－－］．

由（１０）和（１１）式可得

λ１ ∈［ ｍ

Ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

－γ＋＋， Ｍ

ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

＋γ－－］．

综上，Ｃ＋
１ ∈Ｉ１×Ｘ．证毕．
定理１．２的证明　设（λ，ｘ）是问题（１）的任意

正解且对某个整数ｊ≥１有‖ｘ‖＝ξ２ｊ－１．由‖ｘ（ｔ）

‖≥ｘ（ｔ）≥ｍＭ ‖ｘ（ｔ）‖可知ｍＭξ２ｊ－１≤ｘ
（ｔ）≤ξ２ｊ－１．

由条件（Ｈ５）得ｆ
（ｔ，ｘ（ｔ））
ａ（ｔ） ≥γ＋，ｔ∈Ｔ^．则

ｘ（ｔ）＝ ∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
Ｇ（ｔ，ｓ）［λａ（ｓ）ｘ（ｓ）＋ｆ（ｓ，ｘ（ｓ））ｘ（ｓ）］≥

　∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ｍ［λ＋ｆ

（ｓ，ｘ（ｓ））
ａ（ｓ）

］ａ（ｓ）ｘ（ｓ）≥

　∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ

ｍ２

Ｍ
（λ＋γ＋）ａ（ｓ）‖ｘ（ｓ）‖．

因为

‖ｘ（ｔ）‖ ≥ｘ（ｔ）≥ ∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ

ｍ２

Ｍ
（λ＋

　γ＋）ａ（ｓ）‖ｘ（ｓ）‖ ，
所以

４３２



第２期 　　苏肖肖：一类一阶差分方程周期边值问题正解连通分支的振荡及无穷多个正解的存在性　

λ≤ Ｍ

ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

－γ＋ （１２）

同理，若（λ，ｘ）是问题（１）的任意正解，对某个
整数ｊ≥１，‖ｘ‖＝ξ２ｊ有

ｍ
Ｍ ‖ｘ（ｔ）‖ ≤ｘ（ｔ）≤

　　∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
Ｍ（λ－γ－）ａ（ｓ）‖ｘ（ｓ）‖，

ｍ
Ｍ ≤Ｍ（λ－γ－）∑

ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ），

　　λ＞ ｍ

Ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

＋γ－ （１３）

结合（１０）式和（１１）式即得

λ１ ∈ ［ ｍ

Ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

－γ＋， Ｍ

ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

＋γ－］．

从而由（１２）式可得，若‖ｘ‖ ＝ξ２ｊ－１，ｊ≥１，则λ ＜
Ｍ

ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

－γ＋ ．由（１３）式可得，若 ‖ｘ‖ ＝ξ２ｊ，

ｊ≥１，则λ＞ ｍ

Ｍ２∑
ｔ＋Ｔ－１

ｓ＝ｔ
ａ（ｓ）

＋γ－ ．证毕．

推论１．３的证明　由定理１．１，对每个整数

ｊ≥２，我们可以选取一个解（λｊ，ｘｊ）∈Ｃ＋
１ 满足‖ｘｊ

‖＝ξｊ．因为Ｃ
＋
１ 连接（λｊ，ｘｊ）和（λｊ，０），由定理１．

２，对每个λｊ∈Ｉ２，一定存在一个解（λ，ｘ）∈Ｃ＋
１ 满

足ξｊ－１≤ ‖ｘｊ‖ ≤ξｊ．因此一定存在无穷多个解
（λ，ｘ）∈Ｃ＋

１ ．证毕．
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