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摘 要：设Ｓ是序幺半群，ｍ，ｎ为正整数．给出了主弱平坦序Ｓ－系的一个推广，称之为（ｍ，ｎ）－主弱平坦系．在此新性

质的基础上研究了序Ｓ－ 系的同调分类问题，作为应用，推广了一些重要结果．
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在本文中，令Ｎ＋ 表示正整数集，Ｓ是序幺半群．
令Ａ是一个非空偏序集，如果存在一个映射Ａ× →Ｓ　 Ａ，（ａ，ｓ） →｜ ａｓ，满足：

? 对任意的ａ∈Ａ，ｓ，ｔ∈Ｓ，由ｓ≤ｔ可推出ａｓ≤ａｔ；对任意的ａ，ｂ∈Ａ，ｓ∈Ｓ，由ａ≤ｂ可推出ａｓ

≤ｂｓ；

? 对任意的ａ∈Ａ和ｓ，ｔ∈Ｓ，有（ａｓ）ｔ＝ａ（ｓｔ）且ａ·１＝ａ．
则称Ａ为序右Ｓ－ 系．

序左Ｓ－ 系Ｂ 的定义类似．序左（右）Ｓ－ 系关于保序同态形成范畴，分别记为Ｓ－ＰＯＳ和ＰＯＳ－Ｓ．

２０世纪８０年代，Ｆａｋｈｒｕｄｄｉｎ等作者研究了序Ｓ－ 系．近年来，关于该领域出现了一些新成果，例如文

献［１－９］等．
设Ｓ是序幺半群，Ａ是序右Ｓ－ 系．由文献［３］，如果对任意的ｓ∈Ｓ，ａ，ａ′ ∈Ａ，若ａｓ＝ａ′ ｓ在

ＡＳ中成立，则ａｓ＝ａ′ ｓ在Ａ Ｓｓ中成立，则称Ａ是主弱平坦的．
设Ｓ是序幺半群Ｓ中的元素，如果存在ｘ∈Ｓ使得ｓ＝ｓｘｓ，则称Ｓ是正则的．如果Ｓ中每一个元素正

则，则称序幺半群Ｓ是正则的．文献［３］提出一个公开问题：如果所有的序Ｓ－ 系是主弱平坦的，那么Ｓ是否

一定是正则的？２００７年，文献［４］给出了一个肯定回答．
设Ｓ为序幺半群，如果对任意的ｐ，ｑ∈Ｓ，存在ｕ∈Ｓ，使得ｕｐ＝ｕｑ，则称Ｓ是弱左可收缩的．如果

对任意的ｓ，ｔ∈Ｓ，存在ｕ，ｖ∈Ｓ，使得ｕｓ≤ｖｔ，则称Ｓ是弱右可逆的．
在本文中，我们给出了序Ｓ－ 系范畴中主弱平坦性的一个推广，运用这个新的性质，得到了一些包含正

则序幺半群的更广的序幺半群类．这些新的序幺半群类，无论在环论还是半群理论中，都有其应用背景．
同时，本文的主要结果推广了一些已知的重要结论．

设Ｓ是序幺半群，称序右Ｓ－ 系ＡＳ 满足条件（Ｐ），如果对任意的ａ，ｂ∈Ａ，ｓ，ｔ∈Ｓ，若ａｓ≤ｂｔ，则存在

ｕ，ｖ∈Ｓ，ｃ∈Ａ，使得ａ＝ｃｕ，ｂ＝ｃｖ，ｕｓ≤ｖｔ．
设Ｓ是 序 幺 半 群，Ｉ是Ｓ中 的 非 空 集 合．我 们 说Ｉ是Ｓ的 右 理 想，指 的 是ＩＳＩ（不 一 定 是 序 右 理
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想）．Ｓ的 两 次 拷 贝，并 以 其 真 右 理 想Ｉ为 核 的 融 合 余 积，在 研 究Ｓ－ 系 的 同 调 分 类 问 题 时 是 非 常 重 要 的

一 个 工 具，一 般 记 作Ａ（Ｉ），其 定 义 和 偏 序 参 见 文 献［２］．关 于 序Ｓ－ 系 中 主 弱 平 坦 性 的 更 多 讨 论，可 以

参 见 文 献［３］．
首先我们给出序Ｓ－ 系上主弱平坦性的一个推广．
定义１　令Ａ是一个序右Ｓ－ 系，ｍ为固定的正整数．如果对任意的ａ，ａ′ ∈Ａ，ｓ∈Ｓ，若ａｓｍ ＝ａ′

ｓｍ 在ＡＳ中成立，则存在ｎ∈Ｎ＋，使得ａｓｎ ＝ａ′ ｓｎ 在ＡＳｓｎ 中成立，则称Ａ为（ｍ，ｎ）－主弱平

坦的．
注１　 由定义１，一个序右Ｓ－ 系Ａ 是（１，１）－主弱平坦的当且仅当它是主弱平坦的，我们后面将证明

（ｍ，ｎ）－主弱平坦性是比主弱平坦性更广的一类性质．
设Ｉ是序幺半群Ｓ的真右理想，Ｋ是序幺半群Ｓ的凸的真右理想．我们将给出Ａ（Ｉ）和Ｓ／Ｋ是（ｍ，ｎ）－主

弱平坦系的充要条件．
首先，我们考虑Ａ（Ｉ）何时是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的．
命题１　 令Ｉ是序幺半群Ｓ的真右理想，ｍ为固定的正整数．Ａ（Ｉ）是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的当且仅当对

任意ｓ∈Ｓ－Ｉ，ｕ∈Ｓ，若ｓｕｍ ∈Ｉ，则存在ｎ∈Ｎ＋ 以及ｊ∈Ｉ，使得ｓｕｎ ＝ｊｕｎ．
证 　 必要性 　 对任意的ｓ∈Ｓ－Ｉ以及ｕ∈Ｓ，若ｓｕｍ ∈Ｉ，则在Ａ（Ｉ）Ｓ中有

（ｘ，ｓ）ｕｍ ＝ （ｙ，ｓ）ｕｍ

由于Ａ（Ｉ）是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的，故存在ｎ∈Ｎ＋，使得

（ｘ，ｓ）ｕｎ ＝ （ｙ，ｓ）ｕｎ

在Ａ（Ｉ）Ｓｕｎ 中成立．那么由文献［８］的定理５．２，存在ｓ１，…，ｓｐ，ｕ１，ｖ１，…，ｕｐ，ｖｐ ∈Ｓ，ｗ１，…，ｗｐ ∈｛ｘ，

ｙ，ｚ｝，使得：

（ｘ，ｓ）≤ （ｗ１，ｓ１）ｕ１
（ｗ１，ｓ１）ｖ１ ≤ （ｗ２，ｓ２）ｕ２ ｕ１ｕｎ ≤ｖ１ｕｎ

（ｗ２，ｓ２）ｖ２ ≤ （ｗ３，ｓ３）ｕ３ ｕ２ｕｎ ≤ｖ２ｕｎ

 

（ｗｐ，ｓｐ）ｖｐ ≤ （ｙ，ｓ） ｕｐｕｎ ≤ｖｐｕｎ

令ｓ＝ｓ０ｖ０ ＝ｓｐ＋１ｕｐ＋１．由Ａ（Ｉ）的定义，存在ｋ∈ ｛０，１，…，ｐ｝，ｊ∈Ｉ，使得ｓｋｖｋ ≤ｊ≤ｓｋ＋１ｕｋ＋１．因此，

我们有

ｓｕｎ ≤ｓ１ｕ１ｕｎ ≤ … ≤ｓｋｖｋｕｎ ≤ｊｕｎ ≤ｓｋ＋１ｕｋ＋１ｕ
ｎ ≤ … ≤ｓｐｖｐｕｎ ≤ｓｕｎ

由于偏序关系具有反对称性，我们有ｊｕｎ ＝ｓｕｎ．
充分性 　 对任意的ａ，ａ′ ∈Ａ（Ｉ），ｕ∈Ｓ，假设ａｕｍ ＝ａ′ ｕｍ 在Ａ（Ｉ）Ｓ中成立．因为（ｘ，１）Ｓ

Ｓ （ｙ，１）Ｓ，即Ａ（Ｉ）是自由的序Ｓ－ 系，如果ａ，ａ′ ∈ （ｘ，１）Ｓ或ａ，ａ′ ∈ （ｙ，１）Ｓ，那么Ａ（Ｉ）是（ｍ，

ｎ）－主弱平坦的．那么不失一般性，我们仅考虑ａ＝ （ｘ，ｓ），ａ′ ＝ （ｙ，ｔ）（ｓ，ｔ∈Ｓ－Ｉ）的 情 形．因为在

Ａ（Ｉ）Ｓ中有（ｘ，ｓ）ｕｍ ＝（ｙ，ｔ）ｕｍ，那么ｓｕｍ ＝ｔｕｍ ∈Ｉ．由假设，总可以找到某个ｎ∈Ｎ＋，ｊ∈Ｉ，

使得ｓｕｎ ＝ｔｕｎ ＝ｊｕｎ，则

（ｘ，ｓ）ｕｎ ＝（ｘ，１）ｓｕｎ ＝ （ｘ，１）ｊｕｎ ＝ （ｚ，ｊ）ｕｎ ＝
（ｙ，１）ｊｕｎ ＝ （ｙ，１）ｔｕｎ ＝ （ｙ，ｔ）ｕｎ

在Ａ（Ｉ）Ｓｕｎ 中成立．
接下来我们考虑Ｒｅｅｓ商序Ｓ－ 系Ｓ／Ｋ 是（ｍ，ｎ）－主弱平坦系的判别依据．
命题２　 设ＫＳ 是序幺半群Ｓ的凸真右理想，ｍ是固定的正整数．以下条件等价：

?Ｓ／Ｋ 是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的；

? 对任意ｓ，ｕ∈Ｓ，若ｓｕｍ ∈Ｋ，则存在ｎ∈Ｎ＋ 和ｋ，ｋ′ ∈Ｋ，使得ｋｕｎ ≤ｓｕｎ ≤ｋ′ｕｎ．
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证 　??　 假设Ｓ／Ｋ是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的．对任意的ｓ，ｕ∈Ｓ，如果ｓｕｍ ∈Ｋ，任取ｋ∈Ｋ，显然在

Ｓ／ＫＳ中有

［ｓ］ｕｍ ＝ ［ｋ］ｕｍ

由于Ｓ／Ｋ是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的，因此存在ｎ∈Ｎ＋，使得在Ｓ／ＫＳｕｎ 中有

［ｓ］ｕｎ ＝ ［ｋ］ｕｎ

显然在Ｓ／ＫＳｕｎ 中有

［１］ｓｕｎ ＝ ［１］ｋｕｎ

由文献［３］的引理４，存在ｋｉ，ｋ′ｉ，ｌｊ，ｌ′ｊ∈Ｋ（ｉ＝２，３，…，ｐ；ｊ＝２，３，…，ｑ），使得：

ｓｕｎ ≤ｋ２ｕｎ

ｋ′２ｕｎ ≤ｋ３ｕｎ



ｋ′ｐｕｎ ≤ｋｕｎ

ｋｕｎ ≤ｌ２ｕｎ

ｌ′２ｕｎ ≤ｌ３ｕｎ



ｌ′ｑｕｎ ≤ｓｕｎ

由ｓｕｎ ≤ｋ２ｕｎ 和ｌ′ｑｕｎ ≤ｓｕｎ，结论得证．当然，如果ｓｕｎ ＝ｋｕｎ，结论显然成立．

??　 假设ｓ，ｔ，ｕ∈Ｓ，且在Ｓ／ＫＳ中，［ｓ］ｕｍ ＝［ｔ］ｕｍ 成立．如果ｓｕｍ ＝ｔｕｍ，那么自然地，

［ｓ］ｕｍ ＝［ｔ］ｕｍ 在Ｓ／ＫＳｕｍ 中成立，把ｎ取成ｍ 即可．否则，由文献［３］的引理３，ｓｕｍ，ｔｕｍ ∈ＫＳ．
由假设，总存在ｋ１，ｋ′１，ｋ２，ｋ′２ ∈Ｋ 以及ｎ∈Ｎ＋，使得：

ｋ１ｕｎ ≤ｓｕｎ ≤ｋ′１ｕｎ

ｋ２ｕｎ ≤ｔｕｎ ≤ｋ′２ｕｎ

在Ｓ／Ｋ Ｓｕｎ 中，有

［１］ｓｕｎ ≤ ［１］ｋ′１ｕｎ ＝ ［ｋ′１］ｕｎ ＝ ［ｋ２］ｕｎ ＝ ［１］ｋ２ｕｎ ≤ ［１］ｔｕｎ

且

［１］ｔｕｎ ≤ ［１］ｋ′２ｕｎ ＝ ［ｋ′２］ｕｎ ＝ ［ｋ１］ｕｎ ＝ ［１］ｋ１ｕｎ ≤ ［１］ｓｕｎ

即［ｓ］ｕｎ ＝ ［ｔ］ｕｎ 在Ｓ／Ｋ Ｓｕｎ 中成立．
如果ＫＳ 是序幺半群Ｓ的凸真右理想，且满足命题２的条件 ?，则我们称ＫＳ 是（ｍ，ｎ）－左稳定化右理

想．文献［３］中左稳定化右理想就是这里所讲的（１，１）－左稳定化右理想．
由文献［６］，如Ｋ 是序幺半群Ｓ的右理想，那么Ｋ 是序幺半群Ｓ的凸右理想当且仅当［Ｋ］＝Ｋ．
文献［３］研究了经典的平坦系列性质，如自由、投射、强平坦和条件（Ｐ）等，且这些性质之间的关系如

下：自由  投射  强平坦  条件（Ｐ）（ｍ，ｎ）－主弱平坦．
接下来，我们考虑（ｍ，ｎ）－主弱平坦序Ｓ－ 系的同调分类问题．首先，我们给出所有（有限生成）序右

Ｓ－ 系是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的序幺半群的刻画．
定理１　 对任意序幺半群Ｓ以及固定的正整数ｍ，以下几条等价：

? 所有序右Ｓ－ 系是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的；

? 所有有限生成的序右Ｓ－ 系是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的；

? 对任意的ｓ∈Ｓ，存在ｎ∈Ｎ＋ 以及ｘ∈Ｓ，使得ｓｎ ＝ｓ　ｍｘｓ　ｎ．
证 　?? 显然．

??　 设ｓ∈Ｓ，如果ｓｍＳ＝Ｓ，显然存在ｘ∈Ｓ，使得１＝ｓｍｘ．因此，对任意的ｎ∈Ｎ＋，都有ｓｎ

＝ｓｍｘｓ　ｎ，否则ｓｍＳ是Ｓ的真右理想．令Ｉ＝ｓｍＳ，由于Ａ（Ｉ）是有限生成的序右Ｓ－ 系，由假设，Ａ（Ｉ）是（ｍ，
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ｎ）－主弱平坦的．因为ｓ　ｍ ∈Ｉ，由命题１，存在ｎ∈Ｎ＋ 以及ｊ∈Ｉ，使得ｓｎ ＝ｊｓ　ｎ．因此存在ｘ∈Ｓ，使得ｊ

＝ｓ　ｍｘ，从而ｓｎ ＝ｓ　ｍｘｓ　ｎ．

??　 假设Ａ是序右Ｓ－ 系．对任意的ｓ∈Ｓ，存在ｎ∈Ｎ＋，ｘ∈Ｓ，使得ｓｎ ＝ｓｍｘｓｎ．对任意ａ，ａ′ ∈Ａ，

如果ａｓｍ ＝ａ′ ｓｍ 在ＡＳ中成立，那么

ａｓｎ ＝ａｓ　ｍｘｓ　ｎ ＝ａｓ　ｍ ｘｓ　ｎ ＝ａ′ｓ　ｍ ｘｓ　ｎ ＝ａ′ ｓ　ｍｘｓ　ｎ ＝ａ′ ｓｎ

在ＡＳｓ　ｎ 中成立．
例１　 在定理１中，若取ｍ＝２，则下面的序幺半群Ｓ满足定理１的第 ? 条，但不是正则的序幺半群，

说明（ｍ，ｎ）－主弱平坦性是比主弱平坦性更广的性质：

设Ｓ是实数集上全体ｎ≥２阶严格上三角形矩阵和２阶单位矩阵构成的集合．在Ｓ上规定乘法运算为：

当两个同阶矩阵相乘时为普通矩阵的乘法；当两个不同阶矩阵相乘时取阶数较大的矩阵．按照这个乘法，Ｓ
构成幺半群，单位元１就是２阶单位矩阵．以下用０ｎ 表示ｎ阶零矩阵，用０表示Ｓ中任意阶零矩阵．显然，

对任意的０，１≠ｓ∈Ｓ，由Ｓ的构造，ｓ必为某个ｎ阶严格上三角矩阵，那么显然有ｓｎ ＝０ｎ ＝ｓ２　ｘｓｎ，这里ｘ
是Ｓ中任意一个阶数不大于ｎ的矩阵，但ｓ未必正则，因为如果存在ｙ∈Ｓ，使得ｓ＝ｓｙｓ，当ｓ的阶数大于

ｙ的阶数时，ｓｙｓ＝ｓｓ＝ｓ２＝ｓ，必有某个ｎ，使得ｓ＝ｓｎ ＝０ｎ，矛盾；当ｓ的阶数等于ｙ的阶数时，ｓｙ不可

能为单位元，显然由ｓ＝ｓｙｓ可知ｓｙ为幂等元，故存在某个自然数ｎ，使得ｓｙ＝０ｎ ＝ｓ，矛盾；当ｓ的阶数

小于ｙ的阶数时，ｓ＝ｓｙｓ＝ｙ，矛盾．
定理２　 对任意序幺半群Ｓ以及固定的正整数ｍ，以下几条等价：

? 所有右Ｒｅｅｓ商序Ｓ－ 系是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的；

? 对任意ｓ∈Ｓ，存在ｎ∈Ｎ＋，以及ｓ′，ｓ″ ∈Ｓ，使得ｓ　ｍｓ′ｓ　ｎ ≤ｓｎ ≤ｓ　ｍｓ″ｓ　ｎ．
证 　??　 对任意的ｓ∈Ｓ，［ｓ　ｍＳ］是Ｓ的凸右理想．如果［ｓ　ｍＳ］＝Ｓ，那么由文献［６］的引理２．２，

存在ｕ，ｖ∈Ｓ，使得ｓ　ｍｕ≤１≤ｓ　ｍｖ．用ｓｎ 右乘，我们得到

ｓ　ｍｕｓ　ｎ ≤ｓｎ ≤ｓ　ｍｖｓ　ｎ

如果［ｓｍＳ］≠Ｓ，那么［ｓｍＳ］是Ｓ的凸真右理想．由于ｓｍ ∈［ｓｍＳ］，由命题２，存在ｋ，ｋ′ ∈［ｓｍＳ］，使得ｋｓｎ≤ｓｎ

≤ｋ′ｓｎ．因为ｋ∈ ［ｓｍＳ］，存在ｘ１，ｙ１ ∈Ｓ，使得ｓｍｘ１ ≤ｋ≤ｓｍｙ１．用ｓｎ 右乘，我们得到

ｓ　ｍｘ１ｓｎ ≤ｋｓ　ｎ ≤ｓ　ｍｙ１ｓｎ

另一方面，因为ｋ′ ∈ ［ｓ　ｍＳ］，存在ｘ２，ｙ２ ∈Ｓ，使得ｓ　ｍｘ２ ≤ｋ′ ≤ｓ　ｍｙ２．用ｓｎ 右乘，我们有

ｓ　ｍｘ２ｓｎ ≤ｋ′ｓ　ｎ ≤ｓ　ｍｙ２ｓｎ

因此我们有

ｓ　ｍｘ１ｓｎ ≤ｋｓ　ｎ ≤ｓｎ ≤ｋ′ｓ　ｎ ≤ｓ　ｍｙ２ｓｎ

　　??　 让Ｋ是序幺半群Ｓ的凸右理想，我们将证明Ｓ／Ｋ是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的．如果Ｋ＝Ｓ，易

知Ｓ／Ｋ是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的，否则Ｋ是序幺半群Ｓ的凸真右理想．对任意的ｕ，ｖ，ｓ∈Ｓ，假设［ｕ］ｓｍ

＝ ［ｖ］ｓｍ．如果ｕｓ　ｍ ＝ｖｓ　ｍ，显然［ｕ］ｓｍ ＝ ［ｖ］ｓｍ 在Ｓ／ＫＳｓ　ｍ 中成立，取ｎ等于ｍ即可．否则，

由文献［３］的引理３，我们有ｕｓ　ｍ，ｖｓ　ｍ ∈Ｋ．由第 ? 条，存在ｎ∈Ｎ＋ 以及ｓ′，ｓ″ ∈Ｓ，使得

ｓ　ｍｓ′ｓ　ｎ ≤ｓｎ ≤ｓ　ｍｓ″ｓ　ｎ

因此在Ｓ／Ｋ Ｓｓ　ｎ 中，有

［ｕ］ｓｎ ≤ ［ｕ］ｓ　ｍｓ″ｓ　ｎ ＝ ［ｕｓ　ｍｓ″］ｓｎ ＝ ［ｖｓ　ｍｓ′］ｓｎ ＝ ［ｖ］ｓ　ｍｓ′ｓ　ｎ ≤ ［ｖ］ｓｎ

且

［ｖ］ｓｎ ≤ ［ｖ］ｓ　ｍｓ″ｓ　ｎ ＝ ［ｖｓ　ｍｓ″］ｓｎ ＝ ［ｕｓ　ｍｓ′］ｓｎ ＝ ［ｕ］ｓ　ｍｓ′ｓ　ｎ ≤ ［ｕ］ｓｎ

故在Ｓ／Ｋ Ｓｓ　ｎ 中［ｕ］ｓｎ ＝ｖｓｎ 成立．
推论１　 对任意序幺半群Ｓ，以下几条等价：

? 所有Ｒｅｅｓ商序Ｓ－ 系是主弱平坦的；
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? 对任意的ｓ∈Ｓ，存在ｓ′，ｓ″ ∈Ｓ，使得ｓｓ′ｓ≤ｓ≤ｓｓ″ｓ．
例２　 设Ｓ是一个诣零的序幺半群（对任意的１≠ｓ∈Ｓ，存在ｎ∈Ｎ＋，使得ｓｎ ＝０），很容易证明：对

任意的ｓ∈Ｓ，如果１≠ｓ，那么ｓＳ≠Ｓ且Ｓｓ≠Ｓ．易知Ｓ满足定理２的 ?，但是它不满足推论１的 ?．因

为对任意的ｓ∈Ｓ，如果存在ｓ′，ｓ″ ∈Ｓ，使得ｓｓ′ｓ≤ｓ≤ｓｓ″ｓ，那么对任意的ｎ∈Ｎ＋，

（ｓｓ′）ｎｓ≤ｓ≤ｓ（ｓ″ｓ）ｎ

若ｓ ｛０，１｝，那么（ｓｓ′）ｎｓ≤ｓ≤ｓ（ｓ″ｓ）ｎ 使得ｓ＝０，矛盾．
接下来，我们考虑Ｒｅｅｓ商序Ｓ－ 系的（ｍ，ｎ）－主弱平坦性与其余经典平坦性质的一致性，即同调分类问

题．
定理３　 对任意序幺半群Ｓ以及固定的正整数ｍ，以下条件等价：

? 所有（ｍ，ｎ）－主弱平坦右Ｒｅｅｓ商序Ｓ－ 系是自由的；

?Ｓ＝ ｛１｝．
证 　??　 因为ΘＳ 是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的，由假设，ΘＳ 是自由的．由文献［３］的定理１，我们得

到Ｓ＝ ｛１｝．

??　 显然．
定理４　 对任意序幺半群Ｓ以及固定的正整数ｍ，以下条件等价：

? 所有（ｍ，ｎ）－主弱平坦右Ｒｅｅｓ商序Ｓ－ 系是投射的；

?Ｓ有左零元，且Ｓ没有真的（ｍ，ｎ）－左稳定凸右理想Ｋ，使得｜Ｋ｜＞１．
证 　??　由于ΘＳ 是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的，由假设，ΘＳ 是投射的．由文献［３］的定理１可知Ｓ有一

个 左零元．假设Ｓ有一个真广义左稳定凸右理想Ｋ，使得｜Ｋ｜＞１．由命题２，Ｓ／Ｋ是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的，

因此它是投射的，由文献［６］的引理１．８，｜Ｋ｜＝１，矛盾．

??　 设Ｋ 是序幺半群Ｓ的凸右理想，且Ｓ／Ｋ是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的．如果Ｋ是序幺半群Ｓ的凸

真右理想，由命题２，Ｋ 是序幺半群Ｓ的一个真广义左稳定凸右理想．由假设知｜Ｋ｜＝１，故是Ｓ／Ｋ 投射

的．如果Ｋ ＝Ｓ，则Ｓ／Ｋ ΘＳ 是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的．因为Ｓ有左零元，由文献［３］的定理１，Ｓ／Ｋ是投

射的．
定理５　 对任意序幺半群Ｓ以及固定的正整数ｍ，以下几条等价：

? 所有（ｍ，ｎ）－主弱平坦右Ｒｅｅｓ商序Ｓ－ 系是强平坦的；

?Ｓ是可收缩的，且Ｓ没有真的（ｍ，ｎ）－左稳定化凸右理想Ｋ，使得｜Ｋ｜＞１．
证 　??　ΘＳ 是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的，由假设，ΘＳ 是强平坦的．由文献［３］的定理１可得Ｓ是左可

收 缩的．假设Ｓ有真（ｍ，ｎ）－左稳定化凸右理想Ｋ，使得｜Ｋ｜＞１．由命题２，Ｓ／Ｋ是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的，

由文献［６］的引理１．８，它是强平坦的，可得｜Ｋ｜＝１，矛盾．

??　 令Ｋ是序幺半群Ｓ的一个凸右理想，Ｓ／Ｋ是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的．如果Ｋ是序幺半群Ｓ的凸

真右理想，由命题２，Ｋ是Ｓ的一个真的（ｍ，ｎ）－左稳定化凸右理想．由假设，｜Ｋ｜＝１，即Ｓ／Ｋ是强平坦

的．如果Ｋ＝Ｓ，则Ｓ／ＫΘＳ 是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的．由于Ｓ是左可收缩的，故由文献［３］的定理１知Ｓ／Ｋ
是强平坦的．

定理６　 对任意序幺半群Ｓ以及固定的正整数ｍ，以下条件等价：

? 所有（ｍ，ｎ）－主弱平坦右Ｒｅｅｓ商序Ｓ－ 系满足条件（Ｐ）；

?Ｓ是弱右可逆的，且Ｓ没有真的（ｍ，ｎ）－左稳定化凸右理想Ｋ，使得｜Ｋ｜＞１．
证 　??　ΘＳ 是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的，由假设，ΘＳ 满足条件（Ｐ）．由文献［３］的定理１可知Ｓ是弱右

可逆的．假设Ｓ有一个真（ｍ，ｎ）－左稳定化凸右理想Ｋ，且｜Ｋ｜＞１．由命题２，Ｓ／Ｋ是（ｍ，ｎ）－主弱平坦

的，因此它满足条件（Ｐ），且由文献［６］的引理１．８，｜Ｋ｜＝１，矛盾．

??　Ｋ 是序幺半群Ｓ的凸右理想，且Ｓ／Ｋ是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的．如果Ｋ是Ｓ的一个凸真右理
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想，由命题２，Ｋ是Ｓ的一个真（ｍ，ｎ）－左稳定化右理想．由假设，｜Ｋ｜＝１，且Ｓ／Ｋ满足条件（Ｐ）．但是

若Ｋ＝Ｓ，则Ｓ／ＫΘＳ 是（ｍ，ｎ）－主弱平坦的．由于Ｓ是弱右可逆的，由文献［３］的定理１可得Ｓ／Ｋ满

足条件（Ｐ）．
注２　 本文的研究结果针对任意的序Ｓ－ 系．很自然地，如果将序幺半群及序Ｓ－ 系的偏序都取成离散

序，ｍ，ｎ都取成１，则很容易得到文献［７］中Ｓ－ 系的相关结果．
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