
第３期 　　 张亚莉：一类带变号权函数的二阶差分方程Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值问题正解的存在性 　

ｄｏｉ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０４９０－６７５６．２０２０．０３．００７

一类带变号权函数的二阶差分方程Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ
边值问题正解的存在性

张亚莉
（西北师范大学数学与统计学院，兰州７３００７０）
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１　引　言

近年来，微分和差分方程边值问题正解的存在

性引起了许多学者的关注［１－１１］．然而，就我们所知，
相应的差分方程边值问题的研究工作却相对较少．
特别地，Ｚｈａｎｇ等［１］运 用 临 界 点 理 论 研 究 了 二 阶

差分方程Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值问题

Δ２　ｕ（ｔ－１）＋λｆ（ｕ（ｔ））＝０，ｔ∈［１，Ｔ］Ｚ，

　ｕ（０）＝ｕ（Ｔ＋１）＝０
（１）

正解的存在性，其 中λ是 一 个 正 参 数，ｆ：０，［ ）! →
Ｒ连续．Ｍａ等［２］运用分歧理论研究了二阶差分方

程Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值问题

Δ２ｕ（ｔ－１）＋λａ（ｔ）ｆ（ｕ（ｔ））＝０，ｔ∈［１，Ｔ］Ｚ，

　ｕ（０）＝ｕ（Ｔ＋１）＝０
（２）

正解的存在性，其 中λ是 一 个 正 参 数，ｆ：０，［ ）! →
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０，［ ）! 连续，ａ：１，［ ］Ｔ Ｚ→ ０，［ ）! ．
文献［１－２］分别在权函数ａ（ｔ）＝１和ａ（ｔ）≥０

情形下研究了非线性差分方程边值问题正解的存

在性．我们自然要问：当二阶差分方程权函数变号

时，正解的存在性又将如何？本文在权函数变号的

情况下研究问题（２）的正解的存在性，所用方法为

Ｌｅｒａｙ－Ｓｃｈａｕｄｅｒ不动点定理．
记Ｇ（ｔ，ｓ）为问题Δ２　ｕ（ｔ－１）＝０，ｔ∈［１，Ｔ］Ｚ，

ｕ（０）＝ｕ（Ｔ＋１）＝０的 Ｇｒｅｅｎ函 数，ａ＋（ｔ）＝ｍａｘ
０，ａ（ｔ｛ ｝），ａ－（ｔ）＝ｍａｘ　０，ａ（ｔ｛ ｝），ｔ∈［１，Ｔ］Ｚ．本 文

总假定：
（Ｈ１）λ是一个正参数；
（Ｈ２）ｆ：［０，!］→Ｒ连续且ｆ（０）＞０；
（Ｈ３）ａ：１，［ ］Ｔ Ｚ→Ｒ，ａ不恒为０，且存在常数

μ＞１使得

∑
Ｔ

ｓ＝１
Ｇ（ｔ，ｓ）ａ＋ （ｓ）≥μ∑

Ｔ

ｓ＝１
Ｇ（ｔ，ｓ）ａ－ （ｓ），

　ｔ∈［０，Ｔ＋１］Ｚ．
本文主要结果如下：

定理１．１　假 设 条 件（Ｈ１）～（Ｈ３）成 立．则 存

在λ＊ ＞０，使得当０＜λ＜λ＊ 时问题（２）至少存在一

个正解．

２　预备知识

令Ｘ ｛ｕ｜ｕ：［０，Ｔ＋１］Ｚ→Ｒ，ｕ（０）＝ｕ（Ｔ＋１）＝

０｝．它在 范 数 ‖ｕ‖ ＝ ｍａｘ
ｔ∈［０，Ｔ＋１］Ｚ

｜ｕ（ｔ）｜下 构 成Ｂａ－

ｎａｃｈ空间．
引理２．１（Ｌｅｒａｙ－Ｓｃｈａｕｄｅｒ不 动 点 定 理［１２］）　

设Ｅ是Ｂａｎａｃｈ空间，算子Ａ：Ｅ→Ｅ全 连 续．若 集

合 ｘ｜ｘ∈Ｅ，ｘ＝θＡｘ，０＜θ＜｛ ｝１ 是 有 界 的，则Ａ 在

闭球Ｔ 中必有不动点，其中Ｔ＝｛ｘ｜ｘ∈Ｅ，‖ｘ‖≤
Ｒ｝，Ｒ＝ｓｕｐ｛‖ｘ‖｜ｘ＝θＡｘ，０＜θ＜１｝．

引理２．２　设ｈ：１，［ ］Ｔ Ｚ→Ｒ．则二阶线性差分

方程Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边值问题

Δ２　ｕ（ｔ－１）＝－ｈ（ｔ），ｔ∈［１，Ｔ］Ｚ，

　ｕ（０）＝ｕ（Ｔ＋１）＝０
（３）

有唯一解ｕ（ｔ）＝∑
Ｔ

ｓ＝１
Ｇ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ），ｔ∈［０，Ｔ＋１］Ｚ，

其中

Ｇ（ｔ，ｓ）＝ １
１＋Ｔ

ｓ（１＋Ｔ－ｔ），１≤ｓ≤ｔ≤１＋Ｔ，

ｔ（１＋Ｔ－ｓ），０≤ｔ≤ｓ≤Ｔ｛ ．
证明　只需验证ｕ（ｔ）满足问题（３）．事实上，

ｕ（ｔ）＝ １
１＋Ｔ

（∑
ｔ－１

ｓ＝１
ｓ（１＋Ｔ －ｔ）ｈ（ｓ）＋

　∑
Ｔ

ｓ＝ｔ
ｔ（１＋Ｔ －ｓ）ｈ（ｓ）），ｕ（ｔ－１）＝

　 １
１＋Ｔ

（∑
ｔ－２

ｓ＝１
ｓ（２＋Ｔ －ｔ）ｈ（ｓ）＋

　∑
Ｔ

ｓ＝ｔ－１

（ｔ－１）（１＋Ｔ －ｓ）ｈ（ｓ）），

ｕ（ｔ＋１）＝ １
１＋Ｔ

（∑
ｔ

ｓ＝１
ｓ（Ｔ－ｔ）ｈ（ｓ）＋

　∑
Ｔ

ｓ＝ｔ＋１

（ｔ＋１）（１＋Ｔ －ｓ）ｈ（ｓ）），

所以

Δ２　ｕ（ｔ－１）＝ｕ（ｔ＋１）－２ｕ（ｔ）＋ｕ（ｔ－１）＝

　 １
１＋Ｔ

（∑
ｔ

ｓ＝１
ｓ（Ｔ－ｔ）ｈ（ｓ）＋∑

Ｔ

ｓ＝ｔ＋１

（ｔ＋１）（１＋

　Ｔ－ｓ）ｈ（ｓ）－∑
ｔ－１

ｓ＝１
２ｓ（１＋Ｔ －ｔ）ｈ（ｓ）－

　∑
Ｔ

ｓ＝ｔ
２ｔ（１＋Ｔ－ｓ）ｈ（ｓ）＋∑

ｔ－２

ｓ＝１
ｓ（２＋Ｔ－ｔ）ｈ（ｓ）＋

　∑
Ｔ

ｓ＝ｔ－１

（ｔ－１）（１＋Ｔ －ｓ）ｈ（ｓ））＝

　 １
１＋Ｔ

（∑
ｔ－２

ｓ＝１

（ｓ（２＋Ｔ－ｔ）－２ｓ（１＋Ｔ－ｔ）＋

　ｓ（Ｔ－ｔ））ｈ（ｓ）＋（ｔ－１）（１＋Ｔ－ｓ）ｈ（ｔ－１）＋
　ｔ（Ｔ－ｔ）ｈ（ｔ）－２（ｔ－１）（１＋Ｔ－ｔ）ｈ（ｔ－１）＋

　∑
Ｔ

ｓ＝ｔ＋１

（（ｔ＋１）（１＋Ｔ－ｓ）－２ｔ（１＋Ｔ－ｓ）＋

　（ｔ－１）（１＋Ｔ －ｓ））ｈ（ｓ）－２ｔ（１＋
　Ｔ －ｔ）ｈ（ｔ）＋（ｔ－１）（２＋Ｔ－ｔ）ｈ（ｔ－１）＋
　（ｔ－１）（１＋Ｔ －ｔ）ｈ（ｔ））＝

　 １
１＋Ｔ

（（－（Ｔ－ｔ）－（ｔ＋１））ｈ（ｔ））＝

　 －ｈ（ｔ）．
另一方面，易证ｕ（０）＝ｕ（Ｔ＋１）＝０．因 而ｕ（ｔ）满

足问题（３）．
引理２．３　设０＜δ＜１．则 存 在λ

－
＞０，使 得 当

０＜λ＜λ
－

时问题

Δ２　ｕ（ｔ－１）＋λａ＋（ｔ）ｆ（ｕ（ｔ））＝０，ｔ∈［１，Ｔ］Ｚ
　ｕ（０）＝ｕ（Ｔ＋１）＝０ （４）

有一个正解ｕ～λ（ｔ）满 足：当λ→０时，‖ｕ～λ‖→０且

ｕ～λ（ｔ）≥λδｆ（０）ｐ（ｔ），其中ｐ（ｔ）＝∑
Ｔ

ｓ＝１
Ｇ（ｔ，ｓ）ａ＋（ｓ）．

　　证明　对任意ｕ∈Ｘ，由引理２．２定义算子

（Ａｕ）（ｔ）＝λ∑
Ｔ

ｓ＝１
Ｇ（ｔ，ｓ）ａ＋ （ｓ）ｆ（ｕ（ｓ）），

　ｔ∈ ［０，Ｔ＋１］Ｚ （５）
显然，Ａ（Ｘ）Ｘ，Ａ是全连续算子，且Ａ的不动点

６５４
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就是问题（４）的解．由于ｆ连续，ｆ（０）＞０，取充分

小的ε＞０使得

ｆ（ｕ）≥δｆ（０），０＜ｕ＜ε （６）

记ｆ
～（ｕ）＝ｍａｘ

０＜ｖ＜ｕ
ｆ（ｕ）．假设０＜λ＜ ε

２‖ｐ‖ｆ
～（ε）

，即

ε
ｆ
～（ε）

＜ １
２λ‖ｐ‖．

由ｌｉｍ
ｕ→０＋

ｆ
～（ｕ）
ｕ ＝＋!，ｆ

～（ｕ）
ｕ

在（０，ε）

上非增，所以存在Ａλ∈（０，ε）使得

ｆ
～（Ａλ）
Ａλ

＝ １
２λ‖ｐ‖

（７）

根据引理２．１，设ｕ∈Ｘ，０＜θ＜１满足ｕ＝θＡｕ．则

对任意的ｕ∈（０，ε），由（５）式及ｆ
～

的非减性可知

‖ｕ‖ ＝ ｍａｘ
ｔ∈［０，Ｔ＋１］Ｚ

｜λ∑
Ｔ

ｓ＝１
θＧ（ｔ，ｓ）ａ＋（ｓ）ｆ（ｕ（ｓ））｜≤

　λｆ
～（‖ｕ‖） ｍａｘ

ｔ∈［０，Ｔ＋１］Ｚ
｜∑

Ｔ

ｓ＝１
Ｇ（ｔ，ｓ）ａ＋ （ｓ）｜≤

　λｆ
～（‖ｕ‖）‖ｐ‖．

所以

ｆ
～（‖ｕ‖）
（‖ｕ‖）≥

１
λ‖ｐ‖

＞ １
２λ‖ｐ‖

（８）

于是由（７）和（８）式可得‖ｕ‖≠Ａλ．注意到当λ→０
时Ａλ→０，由引理２．１知Ａ存在一个不动点ｕ～λ（ｔ）

满足‖ｕ～λ‖≤Ａλ＜ε．进一步，由（５）和（６）式得

ｕ～λ（ｔ）＝λ∑
Ｔ

ｓ＝１
Ｇ（ｔ，ｓ）ａ＋ （ｓ）ｆ（ｕ～λ（ｓ））≥

　λδｆ（０）∑
Ｔ

ｓ＝１
Ｇ（ｔ，ｓ）ａ＋ （ｓ）≥λδｆ（０）ｐ（ｔ）．

证毕．

３　主要结果的证明

定理１．１的证明　令

ｑ（ｔ）＝∑
Ｔ

ｓ＝１
Ｇ（ｔ，ｓ）ａ－ （ｓ）．

由ｌｉｍ
ｕ→０＋
ｆ（ｕ）＝ｆ（０），对μ

－１
２ ｆ

（０）＞０，存在α＞０使

得当０＜ｕ＜α时有

｜ｆ（ｕ）－ｆ（０）｜≤μ
－１
２ ｆ

（０），

即

｜ｆ（ｕ）｜≤μ
＋１
２ ｆ

（０） （９）

由条件（Ｈ３），ｑ（ｔ）≤１
μ
ｐ（ｔ）．结合（９）式得

ｑ（ｔ）｜ｆ（ｕ）｜≤１
μ
ｐ（ｔ）｜ｆ（ｕ）｜≤

　μ
＋１
２μ
ｐ（ｔ）ｆ（０）．

取γ＝μ
＋１
２μ
，１
２＜γ＜１

，则对任意ｔ∈［０，Ｔ＋１］Ｚ 有

ｑ（ｔ）｜ｆ（ｕ）｜≤γｐ（ｔ）ｆ（０），０＜ｕ＜α （１０）

固定δ∈（γ，１）并设λ＊ ＞０，使得当０＜λ＜λ＊ 时有

‖ｕ～λ‖＋λδｆ（０）‖ｐ‖≤α （１１）

其中ｕ～λ（ｔ）是问题（４）的解．又设对任意的ｕ１，ｕ２∈
［－α，α］，｜ｕ１－ｕ２｜≤λ＊δｆ（０）‖ｐ‖有

｜ｆ（ｕ１）－ｆ（ｕ２）｜≤δ
－γ
２ ｆ

（０） （１２）

对于０＜λ＜λ＊，设ｖλ（ｔ）是问题

Δ２ｖ（ｔ－１）＝－λａ＋（ｔ）（ｆ（ｕ～λ（ｔ）＋ｖ（ｔ））－

　ｆ（ｕ～λ（ｔ）））＋λａ－（ｔ）ｆ（ｕ～λ（ｔ）＋ｖ（ｔ）），

　ｔ∈［１，Ｔ］Ｚ，ｖ（０）＝ｖ（Ｔ＋１）＝０

（１３）

的解．结 合 问 题（４）和 问 题（１３），问 题（２）有 形 如

ｕ～λ（ｔ）＋ｖλ（ｔ）的解，记为ｕλ（ｔ）．
对任意的ｗ∈Ｘ，由引理２．２定义算子

（Ｔｗ）（ｔ）＝λ∑
Ｔ

ｓ＝１
Ｇ（ｔ，ｓ）（ａ＋ （ｓ）（ｆ（ｕ～λ（ｓ）＋

　ｗ（ｓ））－ｆ（ｕ～λ（ｓ）））－λａ－ （ｓ）ｆ（ｕ～λ（ｓ）＋

　ｗ（ｓ））），ｔ∈ ［１，Ｔ］Ｚ （１４）

显然Ｔ（Ｘ）Ｘ，Ｔ 是 全 连 续 算 子，且Ｔ 的 不 动 点

就是问题（１３）的解．由引理２．１，设ｖ∈Ｘ，０＜θ＜
１，满足ｖ＝θＴｖ．则

ｖ（ｔ）＝θλ∑
Ｔ

ｓ＝１
Ｇ（ｔ，ｓ）（ａ＋ （ｓ）（ｆ（ｕ～λ（ｓ）＋ｖ（ｓ））－

　ｆ（ｕ～λ（ｓ）））＋λａ－ （ｓ）ｆ（ｕ～λ（ｓ）＋ｖ（ｓ））） （１５）

我们断言

‖ｖ‖≠λδｆ（０）‖ｐ‖ （１６）
反设‖ｖ‖＝λδｆ（０）‖ｐ‖．则
‖ｕ～λ＋ｖ‖≤‖ｕ～λ‖＋‖ｖ‖≤α （１７）

且

｜ｕ～λ（ｔ）＋ｖ（ｔ）－ｕ～λ（ｔ）｜＝｜ｖ（ｔ）｜≤λδｆ（０），

　‖ｐ‖≤λ＊δｆ（０）‖ｐ‖ （１８）

由（１２）式知

｜ｆ（ｕ～λ（ｔ）＋ｖ（ｔ））－ｆ（ｕ～λ（ｔ））｜≤δ
－γ
２ｆ

（０） （１９）

结合（１５）和（１９）式得

｜ｖ（ｔ）｜＝｜θλ∑
Ｔ

ｓ＝１
Ｇ（ｔ，ｓ）（ａ＋ （ｓ）（ｆ（ｕ～λ（ｓ）＋

　ｖ（ｓ））－ｆ（ｕ～λ（ｓ）））－

　ａ－ （ｓ）ｆ（ｕ～λ（ｓ）＋ｖ（ｓ）））｜≤

　｜λ∑
Ｔ

ｓ＝１
Ｇ（ｔ，ｓ）ａ＋ （ｓ）（ｆ（ｕ～λ（ｓ）＋ｖ（ｓ））－

　ｆ（ｕ～λ（ｓ）））｜＋

７５４
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　｜λ∑
Ｔ

ｓ＝１
Ｇ（ｔ，ｓ）ａ－ （ｓ）ｆ（ｕ～λ（ｓ）＋ｖ（ｓ））｜≤

　λ∑
Ｔ

ｓ＝１
Ｇ（ｔ，ｓ）ａ＋ （ｓ）ｆ（０）δ－γ２ ＋

　λγｐ（ｔ）ｆ（０）＝λｐ（ｔ）ｆ（０）δ－γ２ ＋λγｐ（ｔ）ｆ（０）＝

　λｐ（ｔ）ｆ（０）δ＋γ２
，

即‖ｖ‖≤λ‖ｐ‖ｆ（０）δ
＋γ
２ ＜λδ‖ｐ‖ｆ（０）．这 与

假设矛盾．断言为真．
根据引理２．１，Ｔ 存在一个不动点ｖλ（ｔ）满 足

‖ｖλ‖≤λδｆ（０）‖ｐ‖，且

ｕλ（ｔ）＝ｕ～λ（ｔ）＋ｖλ（ｔ）≥ｕ～λ（ｔ）－｜ｖλ（ｔ）｜≥

　λδｆ（０）ｐ（ｔ）－λδ
＋γ
２ ｆ

（０）ｐ（ｔ）＝

　λδ
－γ
２ ｆ

（０）ｐ（ｔ）＞０．

从而ｕλ（ｔ）是问题（２）的一个正解．证毕．
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