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L2( Ψ, F, P)中条件期望的等价表述
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摘　要:　证明了当样本空间为有限集时 L2 (Ψ, F, P)中条件期望的等价形式.揭示了该空间中条件

期望为范数的关系.
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Abstract:　The equivalent fo rm of condi tional expectation in L
2 (Ψ, F, P) is prov ed w hen the sample space

is a limi ted set.The relat ionship between the condi tional expectation and the norm in this space is dis-

cussed.
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1　预备知识

设 L
2
(Ψ, F, P) 表示概率空间上方差存在的随机变量全体.

易见 L
2
(Ψ, F, P) 为 hilbe rt空间,若 Fn  F,则 L

2
( Ψ, Fn , P ) 可看作 L

2
(Ψ, F, P ) 的闭子空间[ 2, 3, 6, 7] .

通常情况下, ( F-可测) 随机变量 X 关于σ-代数 F  F的条件数学期望定义为一个 Fn-可测的随机变量

X n ,它满足

 An ∈ Fn , E[ X nI A
n
] =E[ XnI A

n
] ,

其中 I A
n
是集合 An  Ψ的特征函数,这种定义只限于方差存在的情形

[ 1 ～ 8]
.

2　主要结果

在这种情形下, 对任何 X ∈ L
2
(Ψ, F, P) ,可定义 X 在 L

2
(Ψ, Fn , P) 的投影 X F 为以下问题的解:

‖X -X F‖L2 = min
Y ∈L2 (Ψ, F

n
, P)

‖X -Y ‖L2 .

命题 　当 Ψ为有限集时, X 关于 Fn 的条件数学期望是 X F
n
, 即

E[ X |Fn] =X Fn =arg min
Y ∈L2

(Ψ, F
n
, P)

‖X -Y ‖L
2 ,

其中 arg 表示极值问题的解.

证明 　设

Ψ=ω1 , ω2 , …, ωN =ω1
n ∪ ω2

n ∪ … ∪ ωkn ,

其中 ω
j
n , j =1, 2, …, k 为 Ψ中两两不交子集, 并且它们的并 、交 、余运算生成 Fn , 而 F为 Ψ的所有子集组成,
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又设(Ψ, F) 上的概率,定义为

P( ωi ) =p i >0, i =1, 2, …, N , ∑
N

i =1

p i =1

于是,对于任意随机变量 X =( X 1 , X 2 , …, X N ) (它相当于一个 N 维向量) ,

E[ ( X -x)
2 ] =∑

N

i=1

p i ( X i -x ) 2
,

对上式关于 x求导, 并令其 =0,于是上式的最小值解  x 满足

2 ∑
N

i=1

p i ( X - x ) =0,

即

 x =∑
N

i=1

p iX i =E[ X] ,

从而

E[ X ] =arg min
x ∈R

E[ ( X -x)
2 ] .

再设Y 为 Fn-可测随机变量,即Y =(Y 1 , Y 2 , …, Y k ) (它可视为一个 k 维向量) ,

因 E[ ( X -Y ) 2] =∑
k

j=1
∑
i ∈ ωi

n

p i ( X i -Y j )
2
,

关于 k 个变量Y 1 , Y 2 , …, Y k 求其最小值 Y =( Y 1 ,  Y 2 , …,  Y k ) ,其中

 Y j = 1

∑ i ∈ωjn
p i
∑
i ∈ωj

n

p iX i = 1
p(ω

j
n ) ∑

i ∈ωj
n

p iX i , j =1, 2, …, k

即

 ωjn ∈ Fn , E[ X |Fn ] (ωjn) =E[ X |ωjn ] ,

从而

E[ X|Fn] =arg min
Y ∈Rk

E[ ( X -Y )
2
] ,

而

arg min
Y ∈Rk

E[ ( X -Y ) 2 ] =arg min
Y ∈L2(Ψ, F

n
, P)

‖X -Y ‖L2 .

说明:　1.当 Ψ为无限集时,仍有类似的结论,将在以后作深入讨论;

2.按照这样定义条件数学期望,显然对于任何ξ∈ L
2
(Ψ, F, P) 有

‖E[ X |Fn] ‖L2 ≤‖X ‖L2 .
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