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摘要：设Ｓ是幺半群，定义了主弱平坦Ｓ－系的一个推广，称之为π－主弱平坦Ｓ－系．利用该性质给出 了π－正 则 幺 半 群

的刻画．
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１　引言

在本文中，Ｓ表示一个幺半群，Ｎ 表示正整数

集．非空集合Ａ 称 作 一 个 右Ｓ－系，通 常 记 为ＡＳ，
如果Ｓ右 作 用 于Ａ，即 存 在 一 个 映 射Ａ×Ｓ→Ａ，
（ａ，ｓ）｜→ａｓ，满足条件：对于所有的ａ∈Ａ，ｓ，ｔ∈
Ｓ，有（ａｓ）ｔ＝ａ（ｓｔ），ａ１＝ａ．设Ｓ是一个幺半群，Ａ
是一个右Ｓ－系，称Ａ是平坦的，如果函子Ａ －把
任意左Ｓ－系的单同态变为单映 射．如 果 对 于Ａ 的

任意左理想（主 左 理 想），该 函 子 是 单 的，则 称Ａ
是弱平坦（主弱平坦）的．因此一个右Ｓ－系Ａ 是 主

弱平坦的当且仅当对于任意的ｓ∈Ｓ，ａ，ａ′∈Ａ，若

ａｓ＝ａ′ｓ在ＡＳ中 成 立，则ａｓ＝ａ′ｓ在

ＡＳｓ中成立．本文中出现的其他相关概念可参见

文献［１－３］．
众所周 知，幺 半 群Ｓ称 为 正 则 幺 半 群，如 果

对任意的ｓ∈Ｓ，使 得ｓ∈ｓＳｓ．由 文 献［４］，幺 半

群Ｓ称为 终 于 正 则 幺 半 群，如 果 对 任 意 的ｓ∈Ｓ，

存在正整数ｎ，使得ｓｎ 是正则的．后来这类幺半群

被称为π－正则幺半群．
利用主弱平坦的性质，可以刻画正则 幺 半 群，

左几乎正则幺半群等．在本文中，定义了主弱平坦

性质的一 个 推 广，利 用 该 性 质，给 出 了π－正 则 幺

半群的刻画．
现在给出一种主弱平坦性质的推广．
定义１　设Ｓ是 一 个 幺 半 群，Ａ 是 一 个 右Ｓ－

系．称Ａ是π－主 弱 平 坦 的，如 果 对 任 意 的ｓ∈Ｓ，
存在一个正整数ｎ，使得Ａ －把单同态Ｓｓ　ｎ→Ｓ变

为单映射．换 言 之，如 果 对 任 意 的ｓ∈Ｓ，存 在 一

个自然数ｎ，对ａ，ａ′∈Ａ，若ａｓｎ＝ａ′ｓｎ 在Ａ
Ｓ中成立，则ａｓｎ＝ａ′ｓｎ 在ＡＳｓｎ 中成立．

在以上定义中，如果正整数ｎ恒为１，那么π－
主弱平坦系 是 主 弱 平 坦 系．显 然 每 个 主 弱 平 坦Ｓ－
系是π－主弱平坦Ｓ－系．

假设Ｉ是Ｓ的一个真右理想，以下的构造参见

文献［５］．设ｘ，ｙ 和ｚ 是 不 属 于Ｓ 的 元 素，记
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Ａ（Ｉ）＝（｛ｘ，ｙ｝×（Ｓ－Ｉ））∪（｛ｚ｝×Ｉ），如下定义了

Ａ（Ｉ）的一个右Ｓ－作用

（ｘ，ｕ）ｓ＝
（ｘ，ｕｓ），如果ｕｓＩ，
（ｚ，ｕｓ），如果ｕｓ∈Ｉ｛ ；

（ｙ，ｕ）ｓ＝
（ｙ，ｕｓ），如果ｕｓＩ，
（ｚ，ｕｓ），如果ｕｓ∈Ｉ｛ ；

（ｚ，ｕ）ｓ＝ （ｚ，ｕｓ）．
那么Ａ（Ｉ）是一个右Ｓ－系．

２　主要结果

引理１［６］　设Ｓ是一个幺半群，ａ，ａ′∈ＡＳ，ｂ，

ｂ′∈ＳＢ．那么ａｂ＝ａ′ｂ′在ＡＳＳＢ 中成立，当

且仅当 存 在 元 素ａ１，…，ａｍ∈ＡＳ，ｂ２，…，ｂｍ∈ＳＢ，

ｓ１，ｔ１，…，ｓｍ，ｔｍ∈Ｓ，使得

ａ＝ａ１ｓ１，

ａ１ｔ１ ＝ａ２ｓ２，ｓ１ｂ＝ｔ１ｂ２，

ａ２ｔ２ ＝ａ３ｓ３，ｓ２ｂ２ ＝ｔ２ｂ３，

　　　　　 　

ａｍｔｍ ＝ａ′， ｓｍｂｍ ＝ｔｍｂ′．
　　引理２　设Ｓ是 一 个 幺 半 群，Ａ 是 一 个 右Ｓ－
系．则以下条件等价：

（１）Ａ是一个π－主弱平坦系．
（２）对于每个ｓ∈Ｓ，存在一个正整数ｎ，对

任意的ａ，ａ′∈ＡＳ，若ａｓｎ＝ａ′ｓｎ 在ＡＳ中成

立，则存在元素ａ１，…，ａｍ∈ＡＳ，ｓ１，ｔ１，…，ｓｍ，ｔｍ∈
Ｓ，使得

ａ＝ａ１ｓ１，

ａ１ｔ１ ＝ａ２ｓ２，ｓ１ｓｎ ＝ｔ１ｓｎ，

ａ２ｔ２ ＝ａ３ｓ３，ｓ２ｓｎ ＝ｔ２ｓｎ，

　　　　　 　

ａｍｔｍ ＝ａ′， ｓｍｓ　ｎ ＝ｔｍｓ　ｎ．
　　证明　（１）（２）．因 为Ａ 是π－主 弱 平 坦

系，所以对每个ｓ∈Ｓ及 任 意 的ａ，ａ′∈Ａ，存 在 一

个正整数ｎ，如果ａｓｎ＝ａ′ｓｎ 在ＡＳ中成立，

那么ａｓｎ＝ａ′ｓｎ 在ＡＳｓｎ 中成 立．由 引 理１，

存在ａ１，…，ａｍ∈ＡＳ，ｑ２，…，ｑｍ∈Ｓｓｎ，ｕ１，ｖ１，…，

ｕｍ，ｖｍ∈Ｓ，使得

ａ＝ａ１ｕ１，

ａ１ｖ１ ＝ａ２ｕ２，ｕ１ｓｎ ＝ｖ１ｑ２，

ａ２ｖ２ ＝ａ３ｕ３，ｕ２ｑ２ ＝ｖ２ｑ３，

　　　　　 　

ａｍｖｍ ＝ａ′， ｕｍｑｍ ＝ｖｍｓ　ｎ．

因为ｑ２，…，ｑｍ∈Ｓｓｎ，则存在ｃ２，…，ｃｍ∈Ｓ，使得ｑｉ
＝ｃｉｓ　ｎ（ｉ＝２，…，ｍ）．因此有

ａ＝ａ１ｕ１，

ａ１ｖ１ｃ２ ＝ａ２ｕ２ｃ２，　　 ｕ１ｓｎ ＝ｖ１ｃ２ｓｎ，

ａ２ｖ２ｃ３ ＝ａ３ｕ３ｃ３，　　 ｕ２ｃ２ｓｎ ＝ｖ２ｃ３ｓｎ，

　　　　　　　　　　 　

ａｍ－１ｖｍ－１ｃｍ ＝ａｍｕｍｃｍ，ｕｍ－１ｃｍ－１ｓｎ ＝ｖｍ－１ｃｍｓ　ｎ，

ａｍｖｍ ＝ａ′，　　　　 ｕｍｃｍｓ　ｎ ＝ｖｍｓ　ｎ．
记ｕ１＝ｓ１，ｖｍ＝ｔｍ，ｕｉｃｉ＝ｓｉ，ｖｉ－１ｃｉ＝ｔｉ－１，ｉ＝２，
…，ｍ．那么结论已证．

（２）（１）．对 于 每 个ｓ∈Ｓ，存 在 一 个 正

整数ｎ，对任意的ａ，ａ′∈ＡＳ，若ａｓｎ＝ａ′ｓｎ 在

ＡＳ中成立．由（２）得，存在ａ１，…，ａｍ∈ＡＳ，ｓ１，

ｔ１，…，ｓｍ，ｔｍ∈Ｓ，使得

ａ＝ａ１ｓ１，

ａ１ｔ１ ＝ａ２ｓ２，ｓ１ｓｎ ＝ｔ１ｓｎ，

ａ２ｔ２ ＝ａ３ｓ３，ｓ２ｓｎ ＝ｔ２ｓｎ，

　　　　　 　

ａｍｔｍ ＝ａ′，　ｓｍｓ　ｎ ＝ｔｍｓ　ｎ．
那么

ａｓｎ ＝ａ１ｓ１ ｓｎ ＝ａ１ ｓ１ｓｎ ＝ａ１ ｔ１ｓｎ ＝
　　ａ１ｔ１ ｓｎ ＝ａ２ｓ２ ｓｎ ＝ａ２ ｓ２ｓｎ ＝
　　ａ２ ｔ２ｓｎ ＝ａ２ｔ２ ｓｎ ＝ … ＝ａ′ｓｎ

在ＡＳｓｎ 中成立．　　】

推论１　设Ｓ是一个右可消幺半群，Ａ是右Ｓ－
系．则以下条件等价：

（１）Ａ是π－主弱平坦系．
（２）Ａ是主弱平坦系．
定理１　设Ｓ是一个幺半群且关于主右理想满

足升链条件，则以下条件等价：
（１）所有右Ｓ－系是π－主弱平坦系．
（２）所有具有性质（Ｅ）的右Ｓ－系是π－主弱 平

坦系．
（３）所有具有性质（Ｅ）的 有 限 生 成 的 右Ｓ－系

是π－主弱平坦系．
（４）Ｓ是一个π－正则幺半群．
证明　（１）（２）（３）是显然的．
（３）（４）．设ｓ∈Ｓ，若 对 于 每 个 正 整 数

ｎ，ｓｎＳ＝Ｓ，则存在ｘ∈Ｓ，使得ｓｎｘｓ　ｎ＝ｓｎ．否则存

在一个正整数ｍ，使得ｓ　ｍＳ 是Ｓ 的一个真右理想．
不失一般性，我们假设ｍ是使得ｓ　ｍＳ≠Ｓ的最小正

整数．记Ｉ＝ｓ　ｍＳ，那么Ａ（Ｉ）是有限生成的右Ｓ－系
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并具有性质（Ｅ），由 条 件（３）知Ａ（Ｉ）是π－主 弱 平

坦系．对ｓ∈Ｓ，存在正整数ｎ，使得Ａ（Ｉ）Ｓｓｎ→
Ａ（Ｉ）Ｓ是单的．分两种情形讨论：

（ａ）ｍ＝１．如果ｎ＝１，则（ｘ，１）ｓ＝（ｙ，１）ｓ
在Ａ（Ｉ）Ｓ中成立．由引理２存在ｐ１，…，ｐｍ∈Ｓ，

ｓ１，ｔ１，…，ｓｍ，ｔｍ∈Ｓ，以 及ｗ１，…，ｗｍ∈｛ｘ，ｙ，ｚ｝，
使得

（ｘ，１）＝ （ｗ１，ｐ１）ｓ１，
（ｗ１，ｐ１）ｔ１ ＝ （ｗ２，ｐ２）ｓ２，ｓ１ｓ＝ｔ１ｓ，
（ｗ２，ｐ２）ｔ２ ＝ （ｗ３，ｐ３）ｓ３，ｓ２ｓ＝ｔ２ｓ，

　　　 　　　　 　　　
（ｗｍ，ｐｍ）ｔｍ ＝ （ｙ，１），　 ｓｍｓ＝ｔｍｓ．

必存在ｋ∈｛１，２，…，ｍ－１｝，使得ｗｋ≠ｗｋ＋１，则存

在ｊ∈ｓＳ，使得ｐｋｔｋ＝ｐｋ＋１ｓｋ＋１＝ｊ．从而有：

ｓ＝ｐ１ｓ１ｓ＝ｐ１ｔ１ｓ＝ｐ２ｓ２ｓ＝ … ＝ｐｋｓｋｓ＝ｊｓ．
因此存在ｘ∈Ｓ，使得ｊ＝ｓｘ．即ｓ＝ｓｘｓ．假如ｎ＞１，
那么类似于ｎ＝１的情形讨论可得，存在ｘ∈Ｓ，使

得ｊ＝ｓｘ，且ｓｎ＝ｓｘｓｎ．由于Ｓ关于主右理想满足

升链条件，必存在正整数ｋ，使得ｓｋＳ＝ｓｋ＋１　Ｓ＝…．
那么在ｓｎ＝ｓｘｓｎ 两边乘以ｓ的适当次幂，一定存在

正整数ｌ以及ｙ∈Ｓ，使得ｓｌ＝ｓｌｙｓｌ．
（ｂ）ｍ＞１．由情形（ａ）的讨论，只需考虑ｎ＜ｍ

的情形，其他类似于情形（ａ）的讨论，如果ｎ＜ｍ，
由ｍ 的 取 法 可 知，必 有ｓｎＳ＝Ｓ，那 么 必 有 存 在

ｘ∈Ｓ，使得ｓｎｘｓ　ｎ＝ｓｎ．
（４）（１）．假 设Ａ 是 一 个 右Ｓ－系．对 于

每个ｓ∈Ｓ，存 在 正 整 数ｎ∈Ｎ，以 及ｘ∈Ｓ，使 得

ｓｎｘｓ　ｎ＝ｓｎ．对每个ａ，ａ′∈ＡＳ，若ａｓｎ＝ａ′ｓｎ 在

ＡＳ中成立，则ａｓｎ＝ａ′ｓ　ｎ．从而

ａｓｎ ＝ａｓｎｘｓ　ｎ ＝ａｓ　ｎ ｘｓ　ｎ ＝
　　ａ′ｓ　ｎ ｘｓ　ｎ ＝ａ′ｓｎｘｓ　ｎ ＝ａ′ｓｎ

在ＡＳｓｎ 中成立．　　】
命题１　设Ｓ是一个幺半群，Ｉ是Ｓ 的真右理

想．则以下条件等价：
（１）Ｓ／Ｉ是π－主弱平坦系．
（２）对每个ｓ∈Ｓ，存在一个正整数ｎ，如果

ｒ∈Ｓ－Ｉ，使得ｒｓｎ∈Ｉ，那么存在ｊ∈Ｉ，使得ｒｓｎ＝
ｊｓｎ．

证明　（１）（２）．因 为Ｓ／Ｉ是π－主 弱 平

坦的．对每个ｓ∈Ｓ，存在一个正整数ｎ，如果ｒ∈
Ｓ－Ｉ，使得ｒｓｎ∈Ｉ，那么对每个ｊ′∈Ｉ，有［ｒ］ｓｎ

＝［ｊ′］ｓｎ，在ＡＳ′ｓ　ｎ 中成立，由引理２存在ｕ１，
…，ｕｍ∈Ｓ，以及ｓ１，ｔ１，…，ｓｍ，ｔｍ∈Ｓ，使得

［ｒ］＝ ［ｕ１］ｓ１，
［ｕ１］ｔ１ ＝ ［ｕ２］ｓ２，　 　ｓ１ｓｎ ＝ｔ１ｓｎ，

　　　　　　 　　　　
［ｕｍ－１］ｔｍ－１ ＝ ［ｕｍ］ｓｍ，ｓｍ－１ｓｎ ＝ｔｍ－１ｓｎ，
［ｕｍ］ｔｍ ＝ ［ｊ′］，　　　ｓｍｓ　ｎ ＝ｔｍｓ　ｎ．

因为ｊ′∈Ｉ，我们有ｕｍｔｍ∈Ｉ．设ｋ∈｛１，２，…，ｍ｝是
使得ｕｋｔｋ∈Ｉ的 最 小 正 整 数．如 果ｊ＝ｕｋｔｋ，那 么

ｕｋ－１ｔｋ－１∈Ｓ－Ｉ．因 为［ｕｋ－１］ｔｋ－１＝［ｕｋ］ｓｋ，得 到

ｕｋ－１ｔｋ－１＝ｕｋｓｋ，因此

ｒｓ　ｎ ＝ｕ１ｓ１ｓｎ ＝ｕ１ｔ１ｓｎ ＝ｕ２ｓ２ｓｎ ＝ｕ２ｔ２ｓｎ ＝ … ＝
　　ｕｋ－１ｔｋ－１ｓｎ ＝ｕｋｓｋｓ　ｎ ＝ｕｋｔｋｓ　ｎ ＝ｊｓ　ｎ．
　　（２）（１）．对每个ｓ∈Ｓ，任意的ｕ，ｕ′∈Ｓ，
如果［ｕ］ｓｎ＝［ｕ′］ｓｎ，我们考虑以下四种情形：

情形１　ｕ，ｕ′∈Ｉ．则 显 然［ｕ］ｓｎ＝［ｕ′］ｓｎ

在Ｓ／ＩＳｓｎ 中成立．
情形２　ｕ∈Ｉ，ｕ′∈Ｓ－Ｉ．由条件知存在ｊ∈Ｉ，

使得ｕ′ｓ　ｎ＝ｊｓｎ．那么

［ｕ］ｓｎ ＝ ［ｊ］ｓｎ ＝ ［１］ｊｓ　ｎ ＝
　　［１］ｕ′ｓ　ｎ ＝ ［ｕ′］ｓｎ

在Ｓ／ＩＳｓｎ 中成立．
情形３　ｕ∈Ｓ－Ｉ，ｕ′∈Ｉ．类似于情形２．
情形４　ｕ，ｕ′∈Ｓ－Ｉ．则ｕｓｎ＝ｕ′ｓ　ｎ 或 者ｕｓ　ｎ，

ｕ′ｓ　ｎ∈Ｉ．如 果ｕｓｎ＝ｕ′ｓ　ｎ，则 结 论 显 然 成 立．否 则

由条件知，存 在 一 个 正 整 数ｎ１∈Ｎ，以 及ｊ１∈Ｉ，

使得ｕｓｎ１＝ｊ１ｓｎ１．同理也存在一个正 整 数ｎ２∈Ｎ，

以及ｊ２∈Ｉ，使得ｕ′ｓ　ｎ２＝ｊ２ｓｎ２．令ｎ＝ｍａｘ｛ｎ１，ｎ２｝，

那么有ｕｓｎ＝ｊ１ｓｎ 以及ｕ′ｓ　ｎ＝ｊ２ｓｎ．从而有

［ｕ］ｓｎ ＝ ［１］ｕｓ　ｎ ＝ ［１］ｊ１ｓｎ ＝
　　［ｊ１］ｓｎ ＝ ［ｊ２］ｓｎ ＝ ［１］ｊ２ｓｎ ＝
　　［１］ｕ′ｓ　ｎ ＝ ［ｕ′］ｓｎ

在Ｓ／ＩＳｓｎ 中成立．　　】

推论２［７］　设Ｓ是一个幺半群，Ｉ是Ｓ的真右

理想．则以下条件等价：
（１）Ｓ／Ｉ是主弱平坦系．
（２）对每个ｉ∈Ｉ，存在ｊ∈Ｉ，使得ｉ＝ｊｉ．
定理２　设Ｓ是一个幺半群，且关于主右理想

满足升链条件，则以下条件等价：
（１）所有循环右Ｓ－系是π－主弱平坦系．
（２）所有右Ｒｅｓｓ商Ｓ－系是π－主弱平坦系．
（３）Ｓ是π－正则幺半群．
证明　（１）（２）是显然的．
（２）（３）．设ｓ∈Ｓ，如 果 对 于 每 个 正 整

９１
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数ｎ，都有ｓｎＳ＝Ｓ，则易知存在ｘ∈Ｓ，使得ｓｎｘｓ　ｎ

＝ｓｎ．否则存在一个正整数ｍ，使得ｓ　ｍＳ是Ｓ的一

个真右理想．记Ｉ＝ｓ　ｍＳ，那 么Ｓ／Ｉ是π－主 弱 平 坦

系．类似于定理１的讨论可证明Ｓ是π－正则幺半群．
（３）（１）．由定理１知显然成立．
命题２　每个π－主弱平坦Ｓ－系是挠自由Ｓ－系．
证明　设Ａ是一个π－主弱平坦Ｓ－系．如果ａｃ

＝ｂｃ，其中ａ，ｂ∈Ａ以及ｃ是Ｓ 的右可消元．由于

ａｃ＝ｂｃ，那么ａｃｎ＝ｂｃｎ．因 此 由 引 理２，存 在 元 素

ａ１，…，ａｍ∈ＡＳ，ｓ１，ｔ１，…，ｓｍ，ｔｍ∈Ｓ，使得

ａ＝ａ１ｓ１，

ａ１ｔ１ ＝ａ２ｓ２，ｓ１ｃｎ ＝ｔ１ｃｎ，

ａ２ｔ２ ＝ａ３ｓ３，ｓ２ｃｎ ＝ｔ２ｃｎ，

　　　　　 　

ａｍｔｍ ＝ｂ，　ｓｍｃｎ ＝ｔｍｃｎ．
因为ｃ是Ｓ的右可消元，所以得到

ｓ１ ＝ｔ１，

　

ｓｍ－１ ＝ｔｍ－１，

ｓｍ ＝ｔｍ．
那么

ａ＝ａ１ｓ１ ＝ａ１ｔ１ ＝ａ２ｓ２ ＝ … ＝ａｍｓｍ ＝ａｍｔｍ ＝ｂ
从而Ａ是挠自由的．
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