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摘   要：对于一个平面图G实施扩3-轮运算是指在G的某个三角形面xyz内添加一个新顶点v，使v与x, y, z均相邻，

最后得到一个阶为|V(G)|+1的平面图的过程。一个递归极大平面图是指从平面图K4出发，逐次实施扩3-轮运算而

得到的极大平面图。 所谓一个(k,l)-递归极大平面图是指一个递归极大平面图，它恰好有k个度为3的顶点，并且

任意两个3度顶点之间的距离均为l。该文对(k,l)-递归极大平面图的存在性问题做了探讨，刻画了(3,2)-及(2,3)-递

归极大平面图的结构。
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The Structure of (k,l)-recursive Maximal Planar Graph

CHEN Xiang’en      LI Ting

(College of Mathematics and Statistics, Northwest Normal University, Lanzhou 730070, China)

Abstract: For a maximal planar graph G, the operation of extending 3-wheel is a process from G to G∨v,

where v is a new vertex embedded in some triangular face xyz of G and G∨v is a graph of order |V(G)|+1

obtained from G by connecting v to each one of x, y, z with one edge. A recursive maximal planar graph is a

maximal planar graph obtained from K4 by extending 3-wheel continuously. A (k,l)-recursive maximal planar

graph is a recursive maximal planar graph with exactly k vertices of degree 3 so that the distance between

arbitrary two vertices of degree k is l. The existence of (k,l)-recursive maximal planar graph is discussed and the

structures of (3,2)-as well as (2,3)-recursive maximal planar graphs are described.
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1    引言

1976年Appel与Haken等人[1－3]宣布用计算机给

出了四色猜想的“证明”，但是给出四色猜想的数

学证明仍是一个尚待解决的困难问题。四色猜想的

研究对象可归结于极大平面图，因此，弄清楚极大

平面图的结构与构造是极为重要的。许多学者对极

大平面图的结构进行了研究。文献[4,5]给出了利用

纯弦圈构造极大平面图方法。2005年，Brink-
mann等人[6]给出了构造最小度为5的极大平面图的

一种有效方法。2001 年，Gao等人 [7 ]及2011年，

Bose等人[8]对极大平面图的边翻转进行了探讨。我

们知道，唯一4-可着色平面图一定是极大平面图，

那么唯一3-可着色平面图的充分必要条件是什么，

至今尚未解决。文献[9,10]中对唯一3-可着色平面

图的临界性及三角形的相邻性做了探讨。

许进教授等人在其系列文献[11－17]中对极大

平面图进行了深入的研究。许进教授在文献[13]中
对(2,2)-递归极大平面图进行了刻画，同时为了给

证明JT猜想做准备，得到了一个重要结果，即

“对(2,2)-递归极大平面图G的长为2的路xuy实施

扩4轮运算后所得到的图不是唯一4色的，其中x与
y是G的两个3度顶点”。本文推广了(2,2)-递归极

大平面图到(k,l)-递归极大平面图，对(k,l)-递归极

大平面图的存在性及结构问题作一探讨。

本文所说的图均为无向有限简单图，平面图均

指其平面嵌入。

对于一个平面图G实施扩3-轮运算是指在G的

某个三角形面xyz内添加一个新顶点v，使v与x, u,
y均相邻，最后得到一个阶为|V(G)|+1的平面图的

过程。这个扩3-轮运算通常记为“v-xyz”。一个递

归极大平面图是指从平面图K4出发，逐次实施扩3-
轮运算而得到的极大平面图。所谓一个(k,l)-递归极
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大平面图是指一个递归极大平面图，它恰好有k个
度为3的顶点，并且任意两个3度顶点之间的距离均

为l。本文对(k,l)-递归极大平面图的存在性问题做

了探讨，刻画了(3,2)-及(2,3)-递归极大平面图的结构。

首先，以如下方式依次构造一系列递归极大平

面图G( i), i =1, 2, 3, ···。其中G(1), G(2), G(3)如

图1(a), 图1(b)及图1(c)所示。一般地，由G(i)构造

G(i+1)的过程如下：

在G(i)的基础上，在面xi+1yizi里添加一个新点

yi+1，使yi+1与xi+1, yi, zi均连边，然后在所得到图

的面xi+1yi+1zi里添加一个新点zi+1，使zi+1与xi+1,
yi+1, zi均连边，最后在所得图的面xi+1yi+1zi+1里添

加一个新点xi+2，使xi+2与xi+1, yi+1, zi+1均连边，最

终得图G(i+1)。

2    (k,l)-递归极大平面图的存在性探讨

下述两个命题是显然的。

命题1　当 l ≥2时，G ( l )是(2, l)-递归极大平

面图。

命题2　G( l)的最中心的3度顶点x l+1与x i, y i,
zi的距离均为l+1–i, i=1, 2, ···, l。特别地，xl+1与外

部面的3个顶点x1, y1, z1的距离均为l。
命题3　在G(l)的外部面上添加一个新点x，使

x与x1, y1, z1均连边(如图2所示)，所得到的(2,l +1)-
递归极大平面图的阶数最少，其阶数等于3l+2。

证明　由于任一面均可为外部面，固定(2,l+
1)-递归极大平面图G的一个3度顶点为x，它的3个
邻点为x1, y1, z1，在此基础上逐次扩3-轮可得G。

先扩3-轮x2-x1y1z1，如图3(a)所示，这是阶数

最少的 ( 2 , 2 ) -递归极大平面图，其阶等于

5=3×1+2。为了得到(2,3)-递归极大平面图，在最

后一次扩3-轮时，所在的面的边界不能出现x1, y1,
z1，因而还得做两次扩3-轮以便出现所需要的面

x2y2z2，然后在面x2y2z2里扩3-轮，得(2,3)-递归极大

平面图(如图3(b))，其阶数最少。将这个过程进行

下去，命题得证。

定理1　存在(k,2)-递归极大平面图，k ≥2。

 

 
图 1 阶分别为4,7,10的递归极大平面图

 

 
图 2 命题3所述图的结构

 

 
图 3 命题3证明过程中出现的递归极大平面图
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证明　图3(a)给出了一个(k,2)-递归极大平面

图，称x1为其中心点，选与3度点x及x1关联的2个三

角形面进行2次扩3-轮，得图4(a)，这是一个(3,2)-
递归极大平面图。在此基础上任选一个3度点v，再

对与v及x 1关联的2个三角形面均扩3-轮，得图

4(b)，这是一个(4,2)-递归极大平面图，这个过程

进行下去，任意的(k,2)-递归极大平面图均可构造

出来。  证毕

定理2　存在(k,l)-递归极大平面图，这里k ≥2,
l(≥2)是偶数。

证明　由上述定理可知，存在(k,2)-递归极大

平面图H ,  H中有k个3度顶点v1 ,  v2 ,   · · · ,  vk。而

vix1vj是H的长为2的路，1≤i<j≤k，这里x1是H的一

个中心点，注意不会存在一个面使其边界上既含

vix1又含vjx1, i≠j。对每个vi，选定一个与vi和x1关

联的面vix1ui, i=1, 2, ···, k 。

对每个面vix1ui代之以G(l/2)，即面vix1ui及其内

部被G(l/2)所填充。最后所得图仍含有k个3度点，且

任两个3度点之间的距离恰为l。  证毕

定理3　对奇数l ≥3，存在(3,l)-及(4,l)-递归极

大平面图。

证明　令 l=2 s+1，在G ( 3 )的基础上，面

x1x2z1被G(s)所填充，当然G(s)的外部面的3条边要和

x1x2, x2z1, z1x1分别重合。同样，让x3x4z3被G(s)所填

充，而让x2x3z2被G(s+1)所填充，最后所得到的图恰

有3个3度顶点，并且任意两个3度顶点之间的距离

均为l。这样就得到一个(3,l)-递归极大平面图。在

上述得到了的(3,l)-递归极大平面图的基础上，设

边界包含x 2x 3的并且包含在最后被填充进去的

G(s+1)中的一个三角形面为x2x3w，这时G(s+1)中的

3度顶点v与w的距离为s。再在面x2x3w中填充进去

G(s+1)，其的3度顶点记为v′ ，所得到的图含有4个

3度顶点，任意两个3度顶点间的距离为2s+1=l。

特别地，d(v,v′ )=2s +1的原因是v′ 与w之间的距离

为s+1，而w与v之间的距离为s，结论得证。

本文提出如下猜想。

猜想　不存在(k,l)-递归极大平面图，这里k ≥
5, l为奇数，l ≥3。

3    (2,3)-递归极大平面图的结构

设G是(2,3)-递归极大平面图，且G的两个3度
顶点分别为x和y。

若x与y之间有3条内部不交的长为3的路，则称

G为A型的；

若x与y之间仅有2条内部不交的长为3的路，则

称G为B型的；

若x与y之间只有1条内部不交的长为3的路，则

称G为C型的。

定理4　A型的(2,3)-递归极大平面图G只有如

图5所示的一个，它是8阶的，它也是阶数最少的

(2,3)-递归极大平面图。

证明　不妨设在以{x, x1, y1, z1}为顶点集合的

完全图的基础上，逐步在面x1y1z1的内部扩3-轮就

可得到G。

在此过程中，必然要第1次出现一步，使在一

个其边界上的点均不是x1, y1, z1的三角形面x2y2z2中
扩3-轮。x2, y2, z2中恰有一个点，不妨设为x2，与

x1, y1, z1的距离均为1, x2, y2, z2中恰有一个点与x2,
y1, z1或与x2, x1,y1或与x2, x1, z1的距离全为1，不妨

 

 
图 4 定理4证明过程中出现的递归极大平面图

 

 
图 5 A型的(2,3)-递归极大平面图
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设y2与x2, y1, z1的距离全为1。紧接着扩3-轮时必须

考虑x2y1y2或x2y2z2(二者等价)，否则，如考虑面y1,
y2, z1，那么最终所得(2,3)-递归极大平面图中另一

3度点y没有经过x2的长为3到x的路。

可设在x2y2z2中扩3-轮，增加的顶点为z2。下一

步如果在x2z2z1或y2z2z1中扩3-轮的话，比如在

x2z2z1中扩3-轮，增加顶点w，那么里面的3度顶点

y(属于最终所得图)与x之间的长恰为3的且经过y2的
路是不存在的。这样就保证不了两个3度顶点之间

存在3条内部不交路，因而在x2y2z2中扩3-轮新增顶

点为x3，而x3与x恰有3条内部不交的长为3的路。进

一步扩3-轮是不可取的。

在构造B型极大平面图的过程中，前6个点可

以设为是固定的，如图6所示。

(1) 第7个点u1如在面y1y2z1内，那么构造出来

的图是先依次扩3 -轮u 1 ,  u 2 ,   · · · ,  u r，再在面

ur–1urz1里依次扩3-轮，轮心依次为v1, v2, ···, vs，再

在面vsvs–1ur–1里依次扩3-轮，轮心依次为w1, w2, ···,
wt，最后所得图(如图7所示)是wt与x间恰有两条内

部不交的长为3的路。

(2) 第7个点在面x2y2y1或x2y2z1内(二者等价)，
不妨设第7个点z2在面x2y2z1内。

这时如第8个点在x2y2z2内，那么以后还要至少

进行一次扩3-轮，且每次扩3-轮时是基于3度点及

x2和z2围成的面(当然可以以y2和z2代替这里的x2和
z2，或以x2和z2代替这里的x2和z2)。这样就保证恰

有两条内部不交的路xx1x2y和xz1z2y。

如果第 8个点w在 x 2 z 2 z 1内，第 9个点在

x2z2w内，那么以后扩3-轮时点是基于3度点以及

x2和w所围成的面，其结果如图8所示。

如果第8个点w在x2z2z1内，第9个点在z2wz1
内，这时构造不出来(2,3)-递归极大平面图。

如果第 8个点w在 x 2 z 2 z 1内，第 9个点在

x2wz1内，那么总有经过逐次扩3-轮(顶点u1, u2, ···,

ur)之后，总有一步扩3-轮时基于一个边界不含z1的

面x2ur–1ur，如图9所示。

至于C型的结构就相当松散了，在图6的基础

上，在面x2y2z1内陆续添点扩3-轮，但要保证扩3-轮

时基于的面的边界上要包含x2，并且有一次添点时

所添的点与z1的距离超过2，有一次所添的点与y2的

距离要超过1，这是为了使两个3度点x与y间有唯一

的长为3的路xx1x2y。图10给出的就是一个C型的例

子。  证毕

注意下述结论是显然的。

定理5　设G是(2,3)-递归极大平面图，v是G的

任意一个3度顶点，则

(a)G-v是(2,3)-递归极大平面图。

(b)G -v是非相邻型的(2,2)-递归极大平面图。

4    (3,2)-递归极大平面图的结构

设G是(3,2)-递归极大平面图，x, y, z是G的3个
3度顶点，如果x, y, z中任意两个点之间都有两条长

 

 
图 6 6阶的B型(2,3)-递归极大平面图

 

 
图 7 定理7证明里(1)中的B型(2,3)-递归极大平面图

 

 
图 8 定理7证明里(2)中出现的(2,3)-递归极大平面图

 

 
图 9 定理7证明里(2)中出现的另一个(2,3)-递归极大平面图
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为2的路，那么G称为A型的；

如果x, y, z中恰有两对顶点，不妨设为{x, y},
{x, z}，使得x与y之间，x与z之间都有两条长为2的
路，那么G称为是B型的；

如果x ,  y ,  z中恰有一对顶点，不妨设为{x ,
y}，使得x与y之间有两条长为2的路，那么G称为

是C型的；

如果x, y, z中任意一对顶点之间只有一条长为

2的路，那么G称为是D型的。

定理6　A型的(3,2)-递归极大平面图只有一

个，即图11(a)所示的7阶图。

证明　先固定前5个点，且使x永远成为3度
点，如图11(b)所示。注意到3个面uv1v2, v1v2w,
uv2w的彼此等价性，为了得到(3,2)-递归极大平面

图，在面uv1v2内添点逐步扩3-轮，保证里面最终只

有1个3度点，同时在面v1v2w内添点逐步扩3-轮，使

里面最终只有1个3度点，分别只做1次扩3-轮后所

得的7阶图，如图11(b)所示。

假如在uu1v1里或uu1v2里扩3-轮的话，最终得

到的图在uu1v1里的3度顶点与v1v2w里的3度顶点最

多有1条长为2的路。

假如继续在uu1v2里3-轮的话，最终所得图在

u1v1v2里的3度顶点与x间的长为2的路最多只有

1条。

至此定理6得证。

为了得到如图12的B型的(3,2)-递归极大平面

图，确保x与另外两个3度顶点的长为2的路均有两

条，在图11(a)的基础上，确保x与uv1v2内部的3度
顶点间的长为2的路有两条，那么在uu1v1里扩3-轮
如同上段B型的方法，而在v1v2w里扩3-轮时，最后

一次扩3-轮所基于的面的边上仅含v1与w中的1个即

可。图13所示的(3,2)-递归极大平面图就是C型的。

对于D型的(3,2)-递归极大平面图，只需在图

11(a)的基础上逐次扩3-轮，使得最终所得图的面

uv1v2内的3度顶点y, wv1v2内的3度顶点z，满足

| N ( x )∩ N ( y ) | = 1 ,   | N ( x )∩ N ( z ) | = 1 ,
|N(y)∩N(z)|=1即可，图14所示的(3,2)-递归极大

平面图就是D型的。

注意下述结论是显然的。

定理7　若设G是(3,2)-递归极大平面图，v是

 

 
图 10 C型的(2,3)-递归极大平面图

 

 
图 11 A型递归极大平面图

 

 
图 12 B型的(3,2)-递归极大平面图

 

 
图 13 C型的(3,2)-递归极大平面图
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G的任意一个3度顶点，则G-v是(3,2)-递归极大平

面图或G -v是(2,2)-递归极大平面图。

5    结束语

本文将文献[13]中讨论的(2,2)-递归极大平面图

进行了推广，提出了(k,l)-递归极大平面图，研究了

(2,3)-递归极大平面图以及(3,2)-递归极大平面图的

结构。我们将会继续对(k,l)-递归极大平面图的结构

及着色问题做进一步探索。
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图 14 D型的(3,2)-递归极大平面图
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