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障碍带条件下一类三阶边值问题解的存在性
①
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摘　要：　在障碍带条件下研究非线性常微分方程三阶两点边值问题
x●＝ f（ t�x�x′�x″）�　 t ∈ ［0�1］
x（0） ＝ x′（0） ＝ x″（1） ＝0� 解的存在性�其中 f：［0�1］× R3→ R为连续函数．
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0　引　言
三阶微分方程因其在天文学、流体力学等方面

有着广泛的用途而引起诸多学者的关注�并获得了
不少结果．但就我们所知�其中大部分结果是在非
线性项 f 满足至多线性增长条件下得到的［1－3］．
1994年�P．Kelevedjiev ［4］ 运用Leary－Schauder原理
讨论了障碍带条件下的非线性二阶两点边值问题

x″＝ f（ t�x�x′）�　 t ∈ ［0�1］�
x（0） ＝ A�x′（1） ＝ B （1）

解的存在性�并证得
定理0　设 f：［0�1］×R2→ R连续．假定存在

常数 L i�i＝1�2�3�4．满足 L2＞ L1≥0�L3＜ L4≤
0�使得
f（ t�x�p）≥0�　（ t�x�p）∈ ［0�1］×R×［ L1�L2］
及

f（ t�x�p） ≤0�　（ t�x�p） ∈ ［0�1］ × R × ［ L3�
L4］�
则边值问题（1）在 C2［0�1］ 中至少有一个解．

从文献［4］ 定理0可以看出�非线性项 f 的符
号是在区间上给出的．自然地�我们会问：

（1）　对如下三阶微分方程边值问题
x●＝ f（ t�x�x′�x″）�　 t ∈ ［0�1］�
x（0） ＝ x′（0） ＝ x″（1） ＝0� （2）

非线性项 f 满足障碍带条件�是否也能够建立类似
的解的存在性定理？

（2）　当区间［ L1�L2］�［ L3�L4］分别退化为一
个点的时候�即条件变化为

f（t�x�p�q）≥0�　（t�x�p�q）∈ ［0�1］×R2×｛-L｝；
f（ t�x�p�q） ≤0�（ t�x�p�q） ∈ ［0�1］× R2×｛L－｝
时�问题（2）的解是否仍然存在？

本文将运用 Leary－Schauder原理试图对上述
问题（1）�（2）给予肯定的回答．

记 C ［0�1］�C3［0�1］ 分别是赋范为
‖x‖0＝max｛x（ t）：t ∈ ［0�1］｝�

‖x‖3＝max｛‖x‖0�‖x′‖0�‖x″‖0�‖x●‖0｝
的 Banach空间．定义线性算子
L：D（L） ⊂ C3［0�1］ → C ［0�1］�

Lx ＝ x●�　x ∈ D（L）．
其中 D（L）：＝｛x|x∈ C3［0�1］�x（0）＝ x′（0）＝
x″（1） ＝0｝．
本文的主要工具是 Leary－Schauder原理的如

下特款．
定理1　设 f：［0�1］× R3→ R连续�L：C3［0�

1］ → C ［0�1］ 是一一映射�若存在常数 M＜∞�使
对边值问题

Lx ＝λf（ t�x�x′�x″）�　 t ∈ ［0�1］�　λ∈ ［0�1］�
　x ∈ D（L）
的任意解 x（ t）�有‖x‖3＜ M�则边值问题
Lx ＝ f（ t�x�x′�x″）�　 t ∈ ［0�1］�　x ∈ D（L）
在 C3［0�1］ 中至少有一个解．

注1　该定理的证明可参考文献［4］中定理2．1．
1　主要结果及证明

定理1．1　设 f：［0�1］×R3→ R连续．假定存
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在常数 L i�i＝1�2�3�4．满足 L2＞ L1≥0�L3＜ L4
≤0�使得
f（t�x�p�q）≥0�　（t�x�p�q）∈ ［0�1］×R2×［L1�L2］
及

f（t�x�p�q）≤0�（t�x�p�q）∈［0�1］×R2×［L3�L4］�
则边值问题（2）在 C3［0�1］ 中至少有一个解．

证明　考虑同伦族问题

x●＝λf（t�x�x′�x″）�　t∈ ［0�1］�　λ∈ ［0�1］�
x（0）＝ x′（0）＝ x″（1）＝0 � （3）
显然 Lx＝ x●：D（L）⊂ C3［0�1］ → C ［0�1］是一一
映射．由定理1可知�若（3）所有可能的解在 C3［0�
1］ 中有一个不依赖于λ的先验界�则边值问题（2）
在 C3［0�1］ 中至少有一个解．

我们首先估计 x″．假设集合
S0＝｛t ∈ ［0�1］：L1＜ x″（ t） ≤ L2｝�
S1＝｛t ∈ ［0�1］：L3≤ x″（ t） ＜ L4｝

非空．取定 t0∈ S0�如果存在 t′0∈ （ t0�1］�使得
x″（ t′0） ＜ x″（ t0）� （4）

由 x″（ t）的连续性�甚至可以取到 t′0∈ （ t0�1］ ∩
S0．另一方面当 t ∈ S0时�由于

x●（ t） ＝λf（ t�x�x′�x″） ≥0
因此�x″（ t）在［0�1］上不减�则 x″（ t′0）≥ x″（ t0）�
这与（4）矛盾．从而得

x″（ t） ≥ x″（ t0）�　 t ∈ （ t0�1］．
特别地 x″（1）≥ x″（ t0）＞ L1≥0�这与边值条件矛
盾．故 S0是空集．同理可证 S1也是空集．

又因 x″（ t）∈ C ［0�1］�所以对 t∈ ［0�1］�有 L4
≤ x″（ t） ≤ L1．故
|x″（t）|≤ C1≜max｛|L1|�|L4|｝�　t∈ ［0�1］．（5）

另一方面�对每一个 t∈（0�1］�存在 d1�d2∈
（0�t ］ 使得

x′（ t）－ x′（0） ＝ x″（d1） t�
　　　x（ t）－ x（0） ＝ x′（d2） t�

故

|x′（ t）|≤|x″（d1）|≤ C1�　 t ∈ ［0�1］� （6）
|x（ t）|≤| x′（d2）|≤ C1�　 t ∈ ［0�1］．（7）

则由（5）�（6）�（7）结合方程（2）可得
|x●（ t）|≤ C2�　 t ∈ ［0�1］．

其中 C2＜∞是不依赖λ的常数．故边值问题（2）
的解 x（ t）满足

‖x‖3≤ C≜max｛C1�C2｝．
同理可证下面对偶命题成立．
定理1．2　设 f：［0�1］×R3→ R连续．假定存

在常数 L i�i＝1�2�3�4．满足 L2＞ L1≥0�L3＜ L4

≤0�使得
f（ t�x�p�q） ≤0�

（ t�x�p�q） ∈ ［0�1］× R2× ［ L1�L2］
及 f（ t�x�p�q） ≥0�

（ t�x�p�q） ∈ ［0�1］× R2× ［ L3�L4］�
则边值问题

x●＝ f（ t�x�x′�x″）�　 t ∈ ［0�1］�
x″（0） ＝ x′（0） ＝ x（1） ＝0� （8）

在 C3［0�1］ 中至少有一个解．
注2　从上面的定理可以看出�非线性项 f 的

符号是在区间上给出的．在下面的定理中我们将看
到：当上面定理中的区间退化为一点时�仍可以获
得边值问题（2）解的存在性定理．

定理1．3　设 f：［0�1］×R3→ R连续．假定存
在常数-L�L－ 满足 L－＜0＜-L�使得
f（t�x�p�q）≥0�　（t�x�p�q）∈ ［0�1］×R2×｛-L｝�
及

f（t�x�p�q）≤0�　（t�x�p�q）∈ ［0�1］×R2×｛L－｝�
则边值问题（2）在 C3［0�1］ 中至少有一个解．

证明　由 Tietze－Urysohn引理�存在连续函
数Δ：R→ ［－1�1］�使得

Δ（-L） ＝1�　　Δ（L－） ＝－1．
对任一整数 n≥1�令
fn（ t�x�p�q） ＝ f（ t�x�p�q）＋1

nΔ（q）�
易见 fn 连续．考虑边值问题

x●＝ fn（ t�x�x′�x″）�　 t ∈ ［0�1］�
x（0） ＝ x′（0） ＝ x″（1） ＝0� （9）

则

fn（ t�x�x′�-L）＝ f（ t�x�x′�-L）＋1
nΔ（-L）≥1

n ＞0．
由连续函数的保号性可知�存在 Ln�1�Ln�2满足

0≤ Ln�1＜-L ＜ Ln�2�
使得　 fn（ t�x�p�q） ＞0�

（ t�x�p�q） ∈ ［0�1］× R2× ［ Ln�1�Ln�2］�
同理存在 Ln�3�Ln�4满足

Ln�3＜ L－＜ Ln�4≤0�
使得　 fn（ t�x�p�q） ＜0�

（ t�x�p�q） ∈ ［0�1］× R2× ［ Ln�3�Ln�4］�
显然可以要求

［ Ln＋1�1�Ln＋1�2］ ⊆ ［ Ln�1�Ln�2］� （10）
［ Ln＋1�3�Ln＋1�4］ ⊆ ［ Ln�3�Ln�4］． （11）
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由定理1．1�边值问题（9）在 C3［0�1］中有解 xn�且
满足

Ln�4≤ x″n（ t） ≤ Ln�1�　 t ∈ ［0�1］�
上式结合（10）�（11）�我们有

　　L1�4≤ x″n（ t） ≤ L1�1�　 t ∈ ［0�1］．
故存在常数 C3�使得

|x″n（ t）|≤ C3�　 t ∈ ［0�1］� （12）
另一方面�对每一个 t∈（0�1］�存在 d3�d4∈

（0�t ］ 使得
　x′n（ t）－ x′n（0） ＝ x″n（d3） t�
　xn（ t）－ xn（0） ＝ x′n（d4） t�

故

|x′n（ t）|≤|x″n（d3）|≤ C3�　 t ∈ ［0�1］�（13）
|xn（ t）|≤|x′n（d4）|≤ C3�　 t ∈ ［0�1］． （14）
则由（12）�（13）�（14）结合方程（9）�对任意 n≥1�
| fn（ t�x�p�q）|
≤ max

t∈［0�1］�|x|≤C3�|p|≤C3�|q|≤C3�
| f（ t�x�p�q）|＋1．

可知存在不依赖λ的常数 C4＜∞�使得
|x●n（ t）|≤ C4�　 t ∈ ［0�1］．

故边值问题（2）的解 xn（ t）满足
‖xn‖3≤ N1≜max｛C3�C4｝．

下证｛xn｝有收敛子列 xnj kl 满足

lim
l→∞xnj kl ＝ w；

及 w 满足问题（2）．
事实上�因为 C3［0�1］ →→ C ［0�1］�若｛xn｝在

C3［0�1］中有界�则｛xn｝是 C ［0�1］中的相对紧集�
进而存在｛xnj｝⊆｛xn｝�使得

lim
j→∞xnj ＝ w ∈ C ［0�1］．

又因为｛xnj｝有界�且 C3［0�1］ →→ C1［0�1］�
故存在｛xn jk｝⊆｛xn｝�使得

lim
j→∞xnjk ＝ w�lim

k→∞x′njk
＝ w′．

同理存在 xnjk ⊆ xn�使得
lim
j→∞xnjk l ＝ w�lim

k→∞x′njk l
＝ w′�lim

l→∞x″njk l
＝ w″．

不妨记 un ＝ xnjk l �则显然有
u●n（ t） ＝ fn（ t�un�u′n�u″n）�　 t ∈ ［0�1］�
un（0） ＝ u′n（0） ＝ u″n（1） ＝0� （15）
易见问题（15）等价于
un（ t）＝∫0

1
G（ t�s） fn（ s�un（ s）�u′n（ s）�u″n（ s））d s

（16）
其中

G（ t�s） ＝
t22－12（ t－ s）2�0≤ s≤ t ≤1
t22　　　　　　　0≤ t ≤ s≤1．

是边值问题

x●（ t） ＝0�　　 t ∈ ［0�1］
x（0） ＝ x′（0） ＝ x″（1） ＝0．

的 Green函数．
因为 fn 一致收敛于 f�且 G（ t�s） fn（ s�un（ s）�

u′n（ s）�u″n（ s））连续�故对（16）两端取极限�得
w（ t） ＝∫0

1
G（ t�s） fn（ s�w（ s）�w′（ s）�w″（ s））d s

由上式不难推知 w ∈ C3［0�1］�且 w 满足（2）．
同理可证下面对偶命题成立．
定理1．4　设 f：［0�1］×R3→ R连续．假定存

在常数-L�L－ 满足 L－＜0＜-L�使得
f（ t�x�p�q） ≤0�

（ t�x�p�q） ∈ ［0�1］× R2×｛-L｝�
及
f（ t�x�p�q） ≥0�

（ t�x�p�q） ∈ ［0�1］× R2×｛L－｝�
则边值问题

x●＝ f（ t�x�x′�x″）�　 t ∈ ［0�1］�
x″（0） ＝ x′（0） ＝ x（1） ＝0� （17）

在 C3［0�1］ 中至少有一个解．
例1　考虑如下三阶微分方程

x●（ t） ＝ （x″（ t））5－254（x″（ t））4＋1018（x″（ t））3

－14316（x″（ t））2＋7532x″（ t）－2532�　 t ∈ ［0�1］
在边值条件

x（0） ＝ x′（0） ＝ x″（1） ＝0
下的可解性．

显然�如果我们取 L1＝1�L2＝52�L3＝－52�
L4＝－12�则 f（ t�x�y�z） ＝ z5－254z4＋1018 z3－
14316z2＋7532z－2532满足定理1的所有条件�因此所考
察的问题在 C3［0�1］ 中至少存在一个解．

如果我们取-L＝－32�L－＝2�由定理3我们同样可
以断定此边值问题在 C3［0�1］中至少存在一个解．

（下转271页）
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结论2　设任意项级数∑∞n＝1 an�令函数 f（x）�对
所有的正整数 n�使得 f 1n ＝ an．若对某个 t ∈
（0�＋∞）有 lim

x→0＋
f′（x）
xt 存在且 f（0）＝0�则∑∞n＝1 an

绝对收敛．
证明　对于函数 f（x）�有 f（0）＝0且对某个

t∈（0�＋∞）有 lim
x→0＋

f′（x）
xt 存在�所以有 lim

x→0＋
f（x）
x1＋t

＝ 11＋ t limx→0＋
f′（x）
xt 存在�从而 lim

n→＋∞
| an|
1
n

1＋t ＝

lim
n→＋∞

f 1n
1
n

1＋t 存在．所以级数∑∞n＝1 an 绝对收敛．
例3　判定级数
1－sin1＋1

2－sin12＋…＋1
n
－sin 1

n
＋…

的敛散性．

解　对于∑∞n＝1（ 1n－sin 1
n
）�考虑函数 f（x）

＝ x－sin x�显然有 f（0） ＝0�且

lim
x→0＋

f′（x）
x

＝ lim
x→0＋

1
2 x

（1－cos x）
x

＝14．

故由结论2可知∑∞n＝1（ 1n－sin 1
n
）�绝对收敛．又

由于 lim
n→＋∞ an ＝0（ an 为原级数的一般项）�所以由

结论1可知原级数收敛．
注记：对于例1及例3中的级数�运用狄利克

雷判别法和阿贝尔判别法都很难解决�而运用柯西
准则也比较复杂．可见�上述结论可作为任意项级
数收敛性判别法的必要而有益的补充．
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