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摘要:  本文研究了带有衰退记忆的非自治经典反应扩散方程解的长时间动力学行为, 当内部非线性项和

边界非线性项均以任意阶多项式增长并满足一定的平衡条件, 且外力项仅为平移有界而非平移紧时, 运用

收缩函数方法和过程理论, 证明了一致吸引子在   中的存在性及其吸引子的拓扑结

构. 该结果改进和推广了一些已有的结果.
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Abstract:  In  this  paper,  we  study  the  long-time  dynamic  behavior  of  solutions  for  the  non-autonomous

classical  reaction-diffusion  equation  with  nonlinear  boundary  conditions  and  fading  memory,  where  the

internal nonlinearity and boundary nonlinearity adheres to polynomial growth of arbitrary order as well as

the  balance  condition.  In  addition,  the  forcing  term  is  translation  bounded,  rather  than  translation

compact,  by  use  of  contractive  function  method  and  process  theory.  The  existence  and  the  topological

structure  of  uniform  attractors  in    are  proven.  This  result  extends  and  improves

existing research in the literature.
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0    引　　言

本文中, 在非线性边界条件下, 我们来讨论带有衰退记忆的非自治经典反应扩散方程解的渐近性态:
ut −∆u−

w∞
0
k(s)∆u(t− s)ds+ f(u) = h(x, t), (x, t) ∈ Ω× R+,

∂u

∂γ
+ g1(u) = 0, (x, t) ∈ Γ× R+,

u(x, t) = uτ (x, t), x ∈ Ω, τ ⩽ t,

(1)
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Ω R3 Γ h(x, t) ∈ L2
b(R;L2(Ω))其中  为  上带有光滑边界  的有界域. 设外力项   (平移有界), 且

H(h0) = [h0(x, s+ h) | h ∈ R]L2,w
loc (R;L2(Ω)),

[·] h0(x, s+ h) L2,w
loc (R;L2(Ω)) h ∈ H(h0)其中  表示  关于空间  弱收敛拓扑的闭包. 如果  , 则

sup
t∈R

w t+1

t
∥h(x, t)∥2ds < +∞,

∥ · ∥ L2(Ω)其中  表示  范数.

∆u(·) k(·)

k(·) ∈ C2(R+), k(s) ⩾ 0, k′(s) ⩽ 0, k(∞) = 0, ∀s ∈ R+.

方程中衰退记忆在能量耗散中的作用, 通过  和记忆核函数  的线性卷积项来实现, 而且系

统的能量耗散不仅受到现时外力的影响, 同时还受到历史外力的影响, 并且随着时间的推移, 历史外

力的影响会越来越小. 因此, 设记忆核函数 

ηt(x, s) =
r s

0
u(x, t− r)dr, s ⩾ 0,如同文献 [1], 我们定义变量  则

∂tη
t(x, s) = u(x, t)− ∂sηt(x, s), s ⩾ 0. (2)

∂tη
t = ηtt ∂sη

t = ηts µ(s) = −k′(s), µ ∈ C1(R+) ∩ L1(R+)
w∞
0
µ(s)ds =

k0 µ(·)

为了方便, 我们记  ,   . 令  . 显然,  

 , 且  满足

µ(s) ⩾ 0, µ′(s) ⩽ 0, ∀ s ∈ R+, (3)

µ′(s) + δµ(s) ⩽ 0, ∀ s ⩾ 0, (4)

δ (1)其中  为正常数. 则方程  可转化为

ut −∆u−
w∞
0
µ(s)∆ηt(s)ds+ f(u) = h(x, t), (5)

相应的初值条件为  u(x, t) = uτ (x), x ∈ Ω,

ητ (x, s) =
w s

0
uτ (x,−r)dr, (x, s) ∈ Ω× R+,

(6)

相应的边值条件为 
∂u

∂γ
+ g1(u) = 0, (x, t) ∈ Γ× R+,

∂ηt

∂γ
+ g2(u) = 0, (x, t) ∈ Γ× R+,

(7)

u(·) R1 ϱ = min{ δ2 ,
λ1

2 }其中  满足下列条件: 存在正常数  和  , 使得

w∞
0

e−ϱs∥∇u(−s)∥2ds ⩽ R1,

λ1 −∆上式中  为  的第一特征根.

(5) (7) f

C1 l

问题   —   所包含的非线性项分为两类: 内部非线性项和边界非线性项. 设内部非线性项   为

 函数, 且满足: 存在正常数  , 使得

f ′(s) ⩾ −l, ∀ s ∈ R, (8)
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且

lim
|s|→∞

f(s)s

|s|p+1
= Cf > 0, (9)

p ∈ R+ p > 1其中  , 且  .

g1, g2 C1 m1 m2同时, 设边界非线性项  为  函数, 且满足: 存在正常数  和  , 使得

g′1(s) ⩾ −m1, g′2(s) ⩾ −m2, 及
w
Γ
|g2(s(x))|2dx <∞, (10)

且

lim
|s|→∞

g1(s)s

|s|q+1
= Cg1 < 0, (11)

lim
|s|→∞

g2(s)s

|s|r+1
= Cg2 > 0, (12)

q, r ∈ R q > 1, r > 1其中  , 且  .

(B1)
进一步, 为了保证问题 (5)—(7) 对应的动力系统为能量耗散系统, 假设内部非线性项和边界非线

性项满足下列任意一个平衡条件  :

p+ 1 > max{2q, 2r}i)   ;

p+ 1 = 2q > 2r Cf > R2C2
g1(q + 1)2ii) 当  时,   ;

p+ 1 = 2r > 2q Cf > R2k20C
2
g1(r + 1)2iii) 当  时,   ;

p+ 1 = 2q = 2r > 2 Cf > R2(q + 1)2(C2
g1 + k20C

2
g2)iv) 当  时,   ;

p+ 1 = 2q = 2r = 2 Cf + k0
|Γ|
|Ω|Cg2 > R2(q + 1)2(C2

g1 + k20C
2
g2)−

|Γ|
|Ω|Cg1v) 当  时,   .

R = |Γ|
|Ω|C0(Ω, 1) C0(Ω, 1) k0 = k(0)其中   (  为引理 1.2 中的正常数),   .

k = 0

k

L2(Ω)

L2(Ω)× L2
µ(R;H1

0 (Ω)) H1
0 (Ω)×

L2
µ(R+;H2(Ω) ∩H1

0 (Ω))

L2(Ω)× L2
µ(R+;H1

0 (Ω))

当   时, 方程 (1) 转化为通常意义下的经典反应扩散方程, 近年来, 关于该方程解的渐近性态

已经引起了许多学者的研究, 如文献 [2-8]. 在非线性边界条件下, 文献 [3-4] 讨论了解的适定性和渐近

性行为, 当内部非线性项和边界非线性项超临界增长且满足一定的平衡条件时, 杨璐等分别得到了自

治系统和非自治系统解的渐近正则性和吸引子的存在性. 当   为关于时间满足衰退条件的函数时, 在

Dirichlet 边界条件下, 文献 [9-11] 研究了记忆型经典反应扩散方程解的渐近性. 当非线性项超临界增

长时 , 文献 [8] 通过构造相空间的斜积流 , 证明了一致吸引子的存在性 , 并刻画出了吸引子的结构 .

Chepyzhov 等在文献 [9] 中借助轨道吸引子在空间   上获得了全局吸引子的存在性. 当非线性项

次临界增长时 ,  Giorgi 等在文献 [10] 中得到了有界吸收集在空间   及  

 的存在性. 汪璇等在文献 [11] 中运用收缩函数方法和半群理论直接证明了全

局吸引子在  中的存在性.

由于衰退记忆项在非线性边界下的能量估计存在一定困难, 带有衰退记忆的非自治经典反应扩

散方程在非线性边界下解的动力学行为还很少有人研究, 因而引发了我们的研究兴趣. 借助上述结果,

本文在此基础上继续讨论和研究了衰退记忆型模型对应动力系统的非线性动力学行为. 同时, 研究发

现工作的重心和难点依然是解过程的连续性、紧性或渐近紧性的验证. 由于内部非线性项和边界非线

性项均以超临界指数增长, 在边界上紧嵌入定理失效以及衰退记忆项所在的记忆空间缺乏紧性, 且外

力项仅平移有界 (非紧), 使得在非自治系统中解过程连续性和紧性验证面临许多实质性困难. 最终,

笔者运用收缩函数方法和过程理论成功地克服了上述本质性研究困难, 进而证明了一致吸引子在空
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L2(Ω)× L2
µ(R+;H1

0 (Ω))间  中的存在性及其吸引子的拓扑结构 (见定理 2.4).

L2(Ω)× L2
µ(R+;H1

0 (Ω))

本文的结构如下: 第 1 章, 介绍研究问题所涉及的预备知识, 包括记号、空间的定义及抽象结果;

第 2 章, 证明一致吸引子在空间  中的存在性.

1    预备知识

A = −∆ D(A) = H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) D(A

s
2 ), s ∈ R如同文献 [12], 设   且定义域   . 考虑 Hilbert 空间族   ,

且赋予相应的内积与范数:

⟨·, ·⟩
D(A

s
2 )

= ⟨A s
2 ·, A s

2 ·⟩, ∥ · ∥
D(A

s
2 )

= ∥A s
2 · ∥,

⟨·, ·⟩ ∥ · ∥ L2(Ω)这里  和  分别为  的内积与范数.

s > r, D(A
s
2 ) ↪→ D(A

r
2 ), s ∈ [0, n2 )

D(A
s
2 ) ↪→ L

2n
n−2s (Ω)

因此 , 对于任意的    有紧嵌入    以及对于所有的   , 有连续嵌入

 成立.

0 ⩽ s ⩽ 3 Hs = D(A
s
2 ), ∥ · ∥Hs = ∥ · ∥

D(A
s
2 )
, H0 = L2(Ω), H1 = H1

0 (Ω), H2 = H1
0 (Ω)∩

H2(Ω) µ(·) 0 ⩽ r ⩽ 3 L2
µ(R+;Hr) R+ Hr

φ : R+ → Hr

对于   , 记    则  

 . 根据记忆核函数   满足的条件, 当   时, 设   为定义于   上且取值于   的

Hilbert 空间族,   , 并赋予相应的内积与范数:

⟨φ1, φ2⟩µ,Hr =
w∞
0
µ(s)⟨φ1(s), φ2(s)⟩Hr

ds,

∥φ∥2µ,Hr
=

w∞
0
µ(s)∥φ∥2Hr

ds.

Er = Hr−1 × L2
µ(R+;Hr) z = (u, ηt) z

∥z∥Er = ∥(u, ηt)∥Er = ( 12 (∥u∥
2
Hr−1

+ ∥ηt∥2µ,Hr
))

1
2

定义一族 Hilbert 空间:   ,   为方程 (5)—(7) 的解,   是一个二元

组. 并且赋予范数:     .

为了便于估计, 还需要以下预备性结果.

I = [0, T ] ∀ T > 0 µ(s)

ηt ∈ C(I;L2
µ(R+;Hr)) 0 ⩽ r < 3 δ > 0

引理 1.1[13]　 记   ,   . 设 记 忆 核 函 数   满 足 式  (3)—(4),  则 对 于 任 意 的

 ,   , 存在常数  , 使得

⟨ηt, ηts⟩µ,Hr ⩾ δ

2
∥ηt∥2µ,Hr

.

C0(Ω, 1) > 0 φ ∈W 1,1(Ω)引理 1.2[14]　存在常数  , 使得对于每一个  , 有∥∥∥∥φ− 1

|Γ|
r
Γ
φ dx

∥∥∥∥
L1(Ω)

⩽ C0(Ω, 1)∥∇φ∥L1(Ω).

以下预备性结果将用于证明解过程的渐近紧性、连续性及一致吸引子的存在性.

X B X Σ (X ×X)× (Σ× Σ)

ϕ(·, ·; ·, ·) B ×B {xn}∞n=1 ⊂ B {σn}∞n=1 ⊂ Σ

{xnk
}∞k=1 ⊂ {xn}∞n=1 {σnk

}∞k=1 ⊂ {σn}∞n=1

定义 1.1[15]　设   为 Banach 空间,   为   中的有界集,   为符号空间. 定义于  

上的函数   称为   上的渐近收缩函数, 如果对于任意序列   及   , 存

在子列  及子列  , 使得

lim
k→∞

lim
l→∞

ϕ(xnk
, xnl

;σnk
, σnl

) = 0.

C(B × Σ) B ×B记  为定义于  上的全体收缩函数构成的集合.

{Uσ(t, τ)} (t ⩾ τ, σ ∈ Σ) (X, ∥ · ∥)

{T (h)}h⩾0

引理 1.3　设   为作用于 Banach 空间   上的过程族, 对于平移半群

 , 以下平移恒等式成立:
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UT (h)σ(t, τ) = Uσ(t+ h, τ + h), ∀ h ⩾ 0, ∀ t ⩾ τ, τ ∈ R.

{Uσ(t, τ)} (σ ∈ Σ) (关于 σ ∈ Σ) B0 ε > 0

T = T (B0, ε) ϕT (·, ·; ·, ·) ∈ C(B0 × Σ)

如果过程族    拥有一致   有界吸收集   . 则对于任意的   , 存在

 及  , 使得

∥Uσ1(T, τ)x− Uσ2(T, τ)y∥ ⩽ ε+ ϕT (x, y;σ1, σ2), ∀ x, y ∈ B0, ∀ σ1, σ2 ∈ Σ,

ϕT T {Uσ(t, τ)} (σ ∈ Σ) X (关于 σ ∈ Σ)

{yn}∞n=1 ⊂ X, {σn} ⊂ Σ {tn} ⊂ R+ n→∞ tn →∞ {Uσn(tn, τ)yn}∞n=1 X

其中   依赖于   . 则过程族    在空间   中一致   渐近紧 , 即对于任意

有界序列   和   , 当   ,   时, 有   在   中相

对紧.

X ⋐ H ⊂ Y {un} L2([0, T ];X)

p > 1 dun

dt Lp([0, T ];Y ) {un} L2([0, T ];H)

引理 1.4[16]　设   是自反的 Banach 空间. 假设序列   在   中一致有界, 对

于某些  ,   在  中一致有界, 则  的子序列在  中强收敛.

X {Uσ(t, τ)} (σ ∈ Σ) (X × Σ, X)

τ, t ⩾ τ, τ ∈ R zτn → zτ X hn ⇀ h Σ Uhn(t, τ)zτn ⇀ Uh(t, τ)zτ X

定义 1.2[17]　称作用于  的过程族  为  -弱连续的, 若满足: 对于固定的

 , 如果  于  ,   于  , 那么  于  .

X {Uσ(t, τ)} (t ⩾ τ, σ ∈ Σ)

(关于 σ ∈ Σ) (X × Σ, X) Σ {T (h)}h⩾0 Σ

(T (h)Σ = Σ) {Uσ(t, τ)} (σ ∈ Σ) Aσ

定理 1.1[17](一致吸引子的存在性和结构) 设作用于   的过程族    为一致

 渐近紧且   -弱连续 . 设   为紧的度量空间, 并且   为   上的连续不变

 半群, 满足引理 1.3 的平移恒等式, 则过程族   拥有一致吸引子  . 进一

步, 有

Aσ =
∪

σ∈Σ
Kσ(τ),

Kσ(τ) {Uσ(t, τ)} σ ∈ Σ t = τ其中  为过程  带着符号  在  时的核截片.

2    主要结果

2.1　解的存在唯一性
(5) (7)首先, 关于问题  —  , 我们给出弱解的如下定义.

I = [τ, T ] ∀ T > τ h ∈ H(h0), g ∈ L2(Ω) zτ ∈ E1 z = (u, ηt)定义 2.1　记  ,   . 设  且  . 二元组   满足

u ∈ C(I;H0) ∩
(
L2(I;H1) ∩ Lp+1(I;Lp+1(Ω))

)
× Lq+1(I;Lq+1(Γ))× Lr+1(I;Lr+1(Γ));

ηt ∈ C(I;L2
µ(R+;H1));

ηtt + ηts ∈ L∞(I;L2
µ(R+;H0)) ∩ L2(I;L2

µ(R+;H1)).

z(t) z(τ) = zτ I记  为问题 (5)—(7) 当初值  时于时间区间  上的弱解, 如果

⟨ut, ω⟩+ ⟨u, ω⟩H1
+ ⟨ηt, ω⟩µ,H1

+ ⟨f(u), ω⟩ = ⟨h, ω⟩,
⟨ηtt + ηts, φ⟩µ,H1 = ⟨u, φ⟩µ,H1 ,

ω ∈ H1 φ ∈ L2
µ(R+;H1) t ∈ I对于所有的  ,   且几乎处处  成立.

z(t) E1运用文献 [13] 的 Galerkin 逼近方法, 可以得到问题 (5)—(7) 的解  在  中的存在唯一性.

f, g1, g2 (B1) µ(·)
(3) (4) h ∈ H(h0), h0 ∈ L2

b(R;L2(Ω)) zτ ∈ E1 (5) (7) E1
z = (u, ηt)

定理 2.1　设非线性项  满足式 (9)、式 (11)、式 (12) 及平衡条件  , 记忆核函数  满足式

 —   , 且   , 那么对任意给定的初值   , 问题   —   在   中存在

唯一解  , 满足

u ∈
(
L2(I; H1) ∩ Lp+1(I; Lp+1(Ω))

)
× Lq+1(I; Lq+1(Γ))× Lr+1(I; Lr+1(Γ)),

z ∈ L2(I; E1) ∩ L∞([0,∞]; E1).
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{ziτ , hi}, i = 1, 2 ziτ (5) (7)

t ⩾ τ

进一步, 设   , 为初始条件, 定义   为问题   —   对应初始条件的解, 则以下估计

成立: 对于所有的  ,

∥z1(t)− z2(t)∥2E1 ⩽ Q(∥z1τ − z2τ∥2E1 + ∥h1 − h2∥
2
L2

b(R;L2(Ω))
),

s→ 0+ Q(s)→ 0其中当  时,   .

h ∈ H(h0) (5) (7) E1根据定理 2.1, 对于每一个  , 可以定义问题  —  在空间  中的解过程, 即

Uh(t, τ) : E1 → E1, zτ = (ut, η
τ ) 7→ (u(t), ηt) = Uh(t, τ)zτ ,

Uh(t, τ) (h ∈ H(h0)) E1且   作用于  上的过程族.

2.2　有界吸收集的存在性
Uh(t, τ) (h ∈ H(h0))

(关于h ∈ H(h0))
类似于自治系统有界吸收集存在性的证明, 我们可以得到以下对应于过程族  

的有界一致  吸收集的存在性结果.

(5) (7) E1首先, 关于问题  —  的解在空间  中做先验估计.

Uh(t, τ) (5) (7) E1 h ∈ H(h0), h0 ∈ L2
b(R;L2(Ω)) B E1

f, g1, g2 (B1) (3) (4)

B ⊂ E1 ∥h∥L2
b(R;L2(Ω)) M0 TB = T (∥B∥E1)

引理 2.1　设  为问题  —  在空间  中的解, 且  ,   为  中

的有界子集. 非线性项   满足式 (9)、式 (11)、式 (12) 及平衡条件   , 且式   —   成立, 则对

任意有界集  , 存在仅依赖于  的正常数  和时刻  , 使得

∥Uh(t, τ)zτ∥2E1 =
1

2
(∥u∥2H0

+ ∥ηt∥2µ,H1
) ⩽M0, ∀ t ⩾ TB + τ, ∀ zτ ∈ B, ∀ h ∈ H(h0),

成立.

u (5) L2(Ω)证　明　用  与方程  在  中做内积, 可得

1

2
· d
dt
∥u∥2 + ∥∇u∥2 +

w
Γ
g1(u)udx−

w ∞
0
µ(s)⟨∆ηt(s), u(t)⟩ds+

w
Ω
f(u)udx = ⟨h(x, t), u⟩. (13)

u(x, t) = ηtt(x, s) + ηts(x, s)首先, 利用等式  , 并根据引理 1.1, 易知

−
w ∞
0
µ(s)

⟨
∆ηt(s), u(t)

⟩
ds =−

w ∞
0
µ(s)

⟨
∆ηt(s), ηtt(x, s) + ηts(x, s)

⟩
ds−

w ∞
0
µ(s)

⟨
∂ηt(s)

∂γ
, u

⟩
Γ

ds

=

w ∞
0
µ(s)

⟨
∇ηt(s),∇ηtt(x, s) +∇ηts(x, s)

⟩
ds−

w ∞
0
µ(s)

⟨
∂ηt(s)

∂γ
, u

⟩
Γ

ds

=

w ∞
0
µ(s)

⟨
∇ηt(s),∇ηtt(x, s)

⟩
ds+

w ∞
0
µ(s)

⟨
∇ηt(s),∇ηts(x, s)

⟩
ds

−
w ∞
0
µ(s)

⟨
∂ηt(s)

∂γ
, u

⟩
Γ

ds

⩾1

2
· d
dt
∥∥ηt∥∥2

µ,H1
+
δ

2

∥∥ηt∥∥2
µ,H1

+

w ∞
0
µ(s)⟨g2(u), u⟩Γds.

根据引理 1.2 可得

w ∞
0
µ(s)⟨g2(u), u⟩Γds = k0

(
− |Γ|
|Ω|

w
Ω

(
g2(u)u−

1

|Γ|

w
Γ
g2(u)udx

)
dx+

|Γ|
|Ω|

w
Ω
g2(u)udx

)

⩾ −1

4
∥∇u∥2 −R2k20∥g′2(u)u+ g2(u)∥2 + k0

|Γ|
|Ω|

w
Ω
g2(u)udx,
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R = |Γ|
|Ω|C0(Ω, 1)其中  . 其次, 易知

w
Γ
g1(u)udx =

|Γ|
|Ω|

w
Ω
g1(u)udx−

|Γ|
|Ω|

w
Ω

(
g1(u)u−

1

|Γ|

w
Γ
g1(u)udx

)
dx

⩾ −1

4
∥∇u∥2 +

w
Ω

(
|Γ|
|Ω|

g1(u)u−R2(g′1(u)u+ g1(u))
2

)
dx. (14)

令

H̃1(u) = f(u)u+
|Γ|
|Ω|

g1(u)u+ k0
|Γ|
|Ω|

g2(u)u−R2(g′1(u)u+ g1(u))
2 −R2k20(g

′
2(u)u+ g2(u))

2,

(B1) H̃1(u) ⩾ C1|u|p+1 − C2,根据非线性项平衡条件  可知   并且

⟨h(t), u⟩ ⩽ ∥h(t)∥ · ∥u∥ ⩽ λ1
4
∥u∥2 + ∥h(t)∥

2

λ1
.

(13)将以上估计代入式  , 可得

1

2
· d
dt
(∥u∥2 +

∥∥ηt∥∥2
µ,H1

) +
1

4
∥∇u∥2 + δ

2

∥∥ηt∥∥2
µ,H1

+ C1

w
Ω
|u|p+1dx ⩽ 1

λ1
∥h(t)∥2 + C2 |Ω| . (15)

应用 Poincaré 不等式, 可得

1

2
· d
dt
(∥u∥2 + ∥ηt∥2µ,H1

) +
λ1
4
∥u∥2 + δ

2
∥ηt∥2µ,H1

⩽ ∥h(t)∥
2

λ1
+ C3,

C3 = C2|Ω| α = min{λ1

2 , δ}其中  . 取  , 有

1

2
· d
dt
(∥u∥2 + ∥ηt∥2µ,H1

) +
α

2
(∥u∥2 + ∥ηt∥2µ,H1

) ⩽ ∥h∥
2

λ1
+ C3 ⩽ C(1 + ∥h(t)∥2).

应用 Gronwall 引理, 可得

1

2
(∥u(t)∥2 + ∥ηt∥2µ,H1

) ⩽ 1

2
(∥u(τ)∥2 + ∥ητ∥2µ,H1

)e−α(t−τ) +
C

α
+ C

w t

τ
e−α(t−s)∥h(t)∥2ds,

并且

w t

τ
e−α(t−s)∥h(t)∥2ds ⩽ e−αt

(w t

t−1
eαs∥h(t)∥2ds+

w t−1

t−2
eαs∥h(t)∥2ds+ · · ·

)
⩽ (1 + e−α + e−2α + · · · )sup

t∈R

2

w t+1

t
∥h(t)∥ds

⩽ 1

1− e−α
∥h(t)∥L2

b(R;L2(Ω)),

故

∥z(t)∥2E1 ⩽ 1

2
(∥u(τ)∥2 + ∥ητ (s)∥2µ,H1

)e−α(t−τ) + C.

∥z(τ)∥2E1 ⩽ R2设  , 则

∥z(t)∥2E1 ⩽M0, ∀ t ⩾ TB + τ, (16)

证毕.
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根据引理 2.1 可得有界吸收集的存在性, 即有如下定理.

B ⊂ E1
TB = T (∥B∥E1) t ⩾ TB + τ zτ ∈ B
定理 2.2　(有界一致吸收集存在定理) 若引理 2.1 的假设成立, 则对于任意有界子集   , 存

在  , 对于所有的  且  , 有

∥Uh(t, τ)zτ∥ ⩽M0.

2.3　一致吸引子的存在性
E1为了证明一致吸引子在空间  中的存在性, 需要证明以下预备性结果.

z(t) (5) (7) E1 h ∈ H(h0), h0 ∈ L2
b(R;L2(Ω)) (3) (4)

(B1) B ⊂ E1
M1 > 0 T ∗B ⩾ TB = T (∥B∥E1)

引理 2.2　设  为问题  —  在空间  中的解. 如果  , 式  — 

成立且非线性项满足式 (9)、式 (11)、式 (12) 及平衡条件   , 那么对于任意的有界子集   , 存在

常数  和时刻  , 使得

w t+1

t
∥∇u(s)∥2ds+

w t+1

t
∥u(s)∥p+1

Lp+1ds ⩽M1, ∀ t ⩾ T ∗B + τ. (17)

(15) [t, t+ 1] (16)证　明　对式  在  上积分, 并且利用式  , 可得

1

2

w t+1

t
∥∇u(s)∥2ds+ δ

w t+1

t
∥ηs∥2µ,H1

ds+ 2C1

w t+1

t

w
Ω
|u|p+1dxds

⩽
2∥h(t)∥2

L2
b(R;L2(Ω))

λ1
+ 2C2|Ω|+ 2M0

=M1, ∀ t ⩾ T ∗B + τ,

(17)故式  成立, 证毕.

Uh(t, τ)

(h ∈ H(h0)) E1
根据无穷维动力系统一致吸引子的存在性定理  (定理  1.1), 我们还需验证过程族  

 在  中的渐近紧性.

Uh(t, τ) (h ∈ H(h0)) (5) (7) E1
(9) (12) (B1) h ∈ H(h0), h0 ∈ L2

b(R;L2(Ω)) (3) (4)

Uh(t, τ) (h ∈ H(h0)) E1

定理 2.3　设  为问题  —  在能量空间  中的解生成的过程族. 如果非线性

项满足条件   —   及平衡条件   , 外力项   , 且式   —   成立, 那么

 在  中渐近紧.

z1 = (u1, η
t
1) z2 = (u2, η

t
2) (5) (7) E1

z1τ = (u1τ , η
τ
1 ) z2τ = (u2τ , η

τ
2 ) E1 Uh(t, τ) (h ∈ H(h0))

B0 hi ∈ H(h0)

证　明　设   和   为问题   —   在能量空间   中的两个解, 分别满足初值

条件   和   , 初值属于空间   对应过程族   中的一致有界

吸收集  且  , i = 1, 2.

w = u1 − u2 ξt = ηt1 − ηt2 w(t) = ξtt + ξts (5) (7)记  ,   ,   . 则由问题  —  可得

wt +Aw +
w∞
0
µ(s)Aξt(s)ds+ f(u1)− f(u2) = h1(t)− h2(t). (18)

相应的边值条件为 
∂w

∂γ
+ g1(u1)− g1(u2) = 0, (x, t) ∈ Γ× R+,

∂ξt

∂γ
+ g2(u1)− g2(u2) = 0, (x, t) ∈ Γ× R+.

相应的初值条件为  w(τ) = u1τ − u2τ ,

ξτ = ητ1 − ητ2 .
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(18) w(t) Ω在式  两边同时乘以  , 并在  中做内积, 可得

1

2
· d
dt
∥w∥2 + ∥∇w∥2 +

w
Γ
(g1(u1)− g1(u2))wdx+

w ∞
0
µ(s)⟨∇ξt(s), ∇w⟩ds

+

w ∞
0
µ(s)

w
Γ
(g2(u1)− g2(u2))wdxds+ ⟨f(u1)− f(u2), w⟩ = ⟨h1(t)− h2(t), w⟩.

Ẽ(t) = 1
2 (∥w∥

2 + ∥ξt∥2µ,H1
),定义泛函:    故

d
dt
Ẽ(t) =

w
Ω
w(t)wt(t)dx+

w ∞
0
µ(s)⟨∇ξtt(s),∇ξt(s)⟩ds

=− ∥∇w∥2 −
w
Γ
(g1(u1)− g1(u2))wdx− 1

2

w ∞
0
µ(s)

d
ds
|∇ξt(s)|2ds

−
w ∞
0
µ(s)

w
Γ
(g2(u1)− g2(u2))wdxds− ⟨f(u1)− f(u2), w⟩+ ⟨h1(t)− h2(t), w⟩.

(8)根据式  可得

−⟨f(u1)− f(u2), w⟩ ⩽ l∥w∥2.

(14) (11)类似于式  的估计并根据式  , 可得

−
w
Γ
(g1(u1)− g1(u2))wdx ⩽m1

w
Γ
|w|2dx

=−m1
|Γ|
|Ω|

w
Ω
|w|2dx+m1

|Γ|
|Ω|

w
Ω

∣∣∣∣|w|2 − 1

|Γ|

w
Γ
|w|2dx

∣∣∣∣ dx
⩽1

4
∥∇w∥2 −m1

w
Ω

(
|Γ|
|Ω|
|w|2 − 4m1R2|w|2

)
dx

⩽1

4
∥∇w∥2 +

(
4m2

1R2 +m1
|Γ|
|Ω|

)
∥w∥2,

并且

−
w ∞
0
µ(s)

w
Γ
(g2(u1)− g2(u2))wdxds ⩽ m2k0

w
Γ
|w|2dx =

1

4
∥∇w∥2 +

(
4m2

2k
2
0R2 +m2k0

|Γ|
|Ω|

)
∥w∥2.

由引理 1.1 可知

−1

2

w ∞
0
µ(s)

d
ds
|∇ξt(s)|2ds ⩽ −δ

2
∥ξt∥2µ,H1

,

故

d
dt
Ẽ(t) + CδẼ(t) ⩽ C∗∥w(t)∥2 + 2

w
Ω
(h1(t)− h2(t))w(t)ds, (19)

Cδ = min{δ, λ1} C∗ = 2l + 8m2
1R2 + 8m2

2k
2
0R2 + 2m1

|Γ|
|Ω| + 2m2k0

|Γ|
|Ω|其中常数  ,   .

T > τ (19) eCδt [τ, T ]对于任意给定的  , 在式  两边同时乘以  并在  上积分, 有

Ẽ(T ) ⩽e−Cδ(T−τ)Ẽ(τ) + C∗e−CδT

w T

τ
eCδs∥w(s)∥2ds

+ 2

w T

τ
e−Cδ(T−s)

w
Ω
(h1(s)− h2(s))w(s)dxds. (20)

对应于引理 1.3, 设
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ϕT (z1, z2;h1, h2) = C∗e−CδT

w T

τ
eCδs∥w(s)∥2ds+ 2

w T

τ
e−Cδ(T−s)

w
Ω
(h1(s)− h2(s))w(s)dxds

= C∗e−CδT

w T

τ
eCδs∥u1(s)− u2(s)∥2ds

+ 2

w T

τ
e−Cδ(T−s)

w
Ω
(h1(s)− h2(s))(u1(s)− u2(s))dxds.

(E1 × E1)× (H(h0)×H(h0)) ϕT (·, ·; ·, ·) B0 ×B0

B0 E1
下面将证明定义于   上的函数   为   中的渐近收缩函数,

其中  为解半群在  中的一致有界吸收集.

{zτn} ⊂ B0 {zτnk
}∞k=1 ⊂ {zτn}∞n=1

lim
l→∞

lim
m→∞

r T

τ
∥unl

(s)− unm
(s)∥2ds = 0, unl

(t) = Π1Uhnl
(t, τ)zτnl

Π1 : L2(Ω)× L2
µ(R+,H1)→ L2(Ω)

根 据 定 义  1.1, 对 于 任 意 序 列   , 仅 需 证 明 存 在 子 列   , 使 得

  其中  ,    

为投影算子.

A := {u(t)|t ∈ [τ, T ], u(t) = Π1Uh(t, τ)zτ , zτ ∈ B0, h ∈ H(h0)} L2([τ, T ]; L2(Ω))因此需证明   在   中

相对紧.

(15) [τ, T ] (16)首先, 对式  在  上积分, 并且利用式  , 可得

1

2

w T

τ
∥∇u(s)∥2ds+ δ

w T

τ
∥ηs∥2µ,H1

ds+ 2C1

w T

τ

w
Ω
|u|p+1dxds

⩽
2T∥h(t)∥2

L2
b(R;L2(Ω))

λ1
+ 2TC2|Ω|+ C, t ⩾ 0,

A L2([τ, T ];H1) ∩ Lp([τ, T ];Lp(Ω))则  在  中有界.

(5) ut = ∆u+
r∞
0
µ(s)∆ηt(s)ds− f(u) + h(x, t), ∆u ∈ L2([τ, T ];H−1)

h ∈ L2([τ, T ];L2(Ω))

其次 , 利用式   , 有    显然 ,   且

 .

(10) f(u) ∈ L
p+1
p ([τ, T ];L

p+1
p (Ω)) Lq(Ω) ↪→ H−γ(Ω) f(u) ∈ Lq([τ, T ];H−γ(Ω))

q p+ 1 p+ 1 ⩾ 2 q > 1 γ > 1

利用条件   ,   , 由于   , 故   ,

其中  为  的对偶数, 且  ,   ,   .

v ∈ H1
0 (Ω)最后, 对于任意的  , 有

w∞
0
µ(s)⟨∆ηt(s), v(t)⟩ds ⩽

w∞
0
µ(s)∥∇ηt(s)∥ · ∥∇v(t)∥ds+ k0

w
Γ
g2(u)vdx,

其中

w ∞
0
µ(s)∥∇ηt(s)∥ · ∥∇v(t)∥ds ⩽

(w ∞
0
µ(s)∥∇ηt(s)∥2ds

) 1
2
(w ∞

0
µ(s)∥∇v(t)∥2ds

) 1
2

⩽ k
1/2
0 ∥∇v∥

(w ∞
0
µ(s)∥∇ηt(t)∥2ds

) 1
2

.

(11)并且, 利用式  及引理 1.2 可得

k0

w
Γ
g2(u)vdx ⩽ k0

(w
Γ
|g2(u)|2dx

) 1
2
(w

Γ
|v|2dx

) 1
2

⩽ k0C

(
|Γ|
|Ω|

w
Ω

∣∣∣∣|v|2 − 1

|Γ|

w
Γ
|v|2dx

∣∣∣∣ dx+
|Γ|
|Ω|

w
Ω
|v|2dx

) 1
2

⩽ k0C

(
R∥∇v∥2 + |Γ|

|Ω|
∥v∥2

) 1
2

.

(16)
r∞
0
µ(s)∆ηt(s)ds ∈ L∞µ (R+;H−1)利用式  , 易知  .
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∂tA Lq([τ, T ];H−γ) A L2([τ, T ];L2(Ω)) (20)因此,   在  中有界. 显然,   在  中相对紧, 即式  成立.

利用 Hölder 不等式, 有

lim
l→∞

lim
m→∞

w T

τ

w
Ω
(hnl

(s)− hnm
(s))(unl

(s)− unm
(s))dxds

⩽ lim
l→∞

lim
m→∞

(w T

τ

w
Ω
|hnl

(s)− hnm(s)|2dxds
) 1

2
(w T

τ

w
Ω
|unl

(s)− unm(s)|2dxds
) 1

2

⩽ 2T∥h0∥2L2
b(R;L(Ω)) lim

l→∞
lim

m→∞

(w T

τ

w
Ω
|unl

(s)− unm
(s)|2dxds

) 1
2

= 0.

{Uh(t, τ)} (h ∈ H(h0)) E1所以, 根据引理 1.3 和定理 2.1 可知,   在  中一致渐近紧.

X xn ⇀ 0, 且 0 ∈ X X∗

B ⊂ X∗ ε > 0 ε Nε n ⩾ Nε, f ∈ B
|⟨f, xn⟩X∗ | ⩽ ε

引理 2.3[18]　设   是自反的  Banach 空间 ,   , 则对于每一个紧  (在   中) 子集

 , 一致收敛成立: 对于任意的   , 存在仅依赖   的常数   , 使得对于任意的   ,

有  .

(1) {Uσ(t, τ)} (σ ∈ Σ) X (σ ∈ Σ)

X (σ ∈ Σ) A A ⊂ X
引理 1.3 表明与方程   相对应的过程族    具有紧的 (在   中) 一致   吸收

集, 且在  中有界, 因此, 我们得到紧的一致  吸引子  的存在性,   .

为了得到一致吸引子的结构, 我们还需验证以下解过程的弱连续性.

zn = (un, η
t
n) (n = 1, 2) (5) znτ = (unτ , η

τ
n)

hn ∈ Σ z(t) (5) zτ ∈ A h ∈ Σ

设    为方程   满足初值条件   的两个解. 设时间依赖外力项

 ,   为方程  具有初值  的解, 时间依赖外力项  , 我们假设:

znτ → zτ , z ∈ X, hn → h, h ∈ L2,w
loc (R;L2(Ω)). (21)

(5) Lq([τ, T ];H−γ(Ω)) q (9) p T (> τ)

un ⇀ u, u ∈ L2([τ, T ];H1
0 (Ω)), u = Π1Uh(t, τ)zτ ∈ L2([τ, t];L2(Ω)) Π1 X × Σ X

A X M

由于方程   在    (  是式   中   的共轭 ) 中成立 , 则对任意固定的   , 有

  其中   ,   是   到   的映射. 因为

 在  中是有界的, 由定理 2.2 可知, 存在  使得

sup
h∈Σ

sup
τ∈R

sup
t⩾τ
∥Uh(t, τ)A∥2X ⩽M <∞,

因此 ∪
h∈Σ

{Π1Uh(t, τ)zτ |t ∈ [τ, T ], zτ ∈ A}

L2([τ, T ];H1
0 (Ω))在  中有界, ∪

h∈Σ

{∂tΠ1Uh(t, τ)zτ |t ∈ [τ, T ], zτ ∈ A}

L2([τ, T ];H−γ(Ω))在  中有界. ∪
h∈Σ
{Π1Uh(t, τ)zτ |t ∈ [τ, T ], zτ ∈ A} L2([τ, T ];L2(Ω))由紧性引理 (引理 1.4) 可知  在  中紧, 即

lim
n→∞

w T

τ

w
Ω
|un(s)− u(s)|2ds = 0. (22)

ω(t) =un(t)−u(t), ξt =ηtn −ηt, ωτ =unτ (t)−uτ , zn(t) =(un(t), η
t
n) =Uhn(t, τ)znτ −Uh(t, τ)zτ ,

znτ , zτ ∈ A, n = 1, 2 (20)

定义  

 , 下列不等式的证明类似于式  的证明:

Ẽ(t) ⩽ e−Cδ(t−τ)∥wτ∥2 + C∗
w t

τ
|un(s)− u(s)|2ds+ 2

w t

τ

w
Ω
(hn(s)− h(s))(un(s)− u(s))dxds.
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(21) (22) L2,w
loc (R;L2(Ω)) hn → h由式  和式  可知, 我们只需证明在  中当  时,∣∣∣∣w t

τ
⟨hn(x, s)− h(x, s), ω(x, s)⟩ds

∣∣∣∣→ 0,

∪
h∈Σ
{Π1Uh(t, τ)zτ | t ∈ [τ, T ], zτ ∈ A} L2([τ, t];L2(Ω))

{Uσ(t, τ)} (σ ∈ Σ) (X × Σ, X)

  是  上的一致紧子集, 但这直接应用了引理 2.3, 因此

我们完成了过程族   为  -弱连续的证明.

根据引理 1.2、定理 2.2 和定理 2.3, 可以得到本文的主要结果.

{Uh(t, τ)| h ∈ H(h0)} (5) (7) E1
{Uh(t, τ)| h ∈ H(h0)} E1 AH(h0)

定理 2.4　设  为问题  —  在能量空间  的解生成的过程族. 如果定理 2.3

的假设成立, 则过程族  在空间  中拥有紧的一致吸引子  . 进一步, 有

AH(h0) =
∪

h∈H(h0)

Kh(τ),

Kh(τ) {Uh(t, τ)| h ∈ H(h0)} Kh t = τ其中  为过程族  的核  在  时刻的核截片.
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