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粗糙核 Marcinkiewicz 积分
在Companato空间上的有界性

陶双平�李省哲
（西北师范大学 数学与信息科学学院�甘肃 兰州　730070）

摘　要：假设Ω满足一定的正则性条件�则 Marcinkiewicz 积分
μΩ（ f ）（x） ＝∫∞

0 FΩ�t（x） 2 d t
t3

1／2

在 Campanato 空间上是有界的．这里
FΩ�t（x） ＝∫|x－y|≤t Ω（x－ y）x－ y n－1 f （y）d y．
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Boundedness of Marcinkiewicz integrals with rough kernel
on Companato spaces
T AO Shuang-ping�LI Xing-zhe

（College of Mathematics and Information Science�Northwest Normal University�Lanzhou730070�Gansu�China）

Abstract： The boundedness is considered for Marcinkiewicz integrals with rough kernel which is defined by
μΩ（ f ）（x） ＝∫∞

0 FΩ�t（x） 2 d t
t3

1／2
�

where
FΩ�t（x） ＝∫|x－y|≤t Ω（x－ y）x－ y n－1 f （y）dy．

A regularity condition on Ωis given�which implies that μΩ（ f ） is bounded on Companato spaces．
Key words： rough kernel；Marcinkiewicz integral；Companato space

1　引言
用 S n—1表示Rn（n≥2）上的单位球面�dσ表示

S n—1上的 Lebesgue测度．设Ω是Rn 上的零次齐次
函数�满足Ω∈L1（S n—1）和

∫Sn－1Ω（x′）dσ（x′） ＝0� （1）

这里 x′＝ x／ x �x≠0．定义高维 Marcinkiewicz
积分算子μΩ如下：

μΩ（ f ）（x） ＝∫∞
0 FΩ�t（x） 2 d t

t3
1／2
� （2）

其中�

FΩ�t（x） ＝∫|x－y|≤t Ω（x－ y）x－ y n－1 f （y）dy．
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　　众所周知�高维μΩ算子是 Stein ［1］首次提出
的�他证明了当Ω∈Lipα（S n—1）（0＜α≤1）时�μΩ
是（p�p）（1＜ p≤2）型的和弱（1�1）型的．随后�
Benedek-Calderon-Panzone ［2］ 证 明 了 当 Ω ∈
C1（Sn—1）时�μΩ 是 （ p�p ） （1＜ p ＜∞）型的．
2000年�Ding-Fan-Pan ［3］得到了下面重要结果．

定理A　设Ω∈H1（Sn—1）且满足（1）式�1＜p
＜∞�则存在不依赖于 f 的常数 C＞0�使得

μΩ（ f ） L p ≤ C f L p．
这里 H1（S n—1）是单位球面上的 Hardy 空间．

注意到对任意0＜α≤1�q＞1�有
Lipα（S n－1）⊂ Lp（S n－1）⊂ Llog＋ L（S n－1）⊂
　　H1（S n－1）⊂ L1（S n－1）� （3）

因此定理 A 是文献［1］、［2］结果的一个提升．最
近�Lee-Rim ［4］证明了当Ω满足下列条件（4）时�
μΩ为（ H1�L1）�（L2∩L∞�BMO）和（L p�L p）（1＜ p
＜∞）型的�即存在常数 C＞0和ρ＞1�使得

Ω（x′）－Ω（y′） ≤ C
log 1

x′－ y′

ρ （4）

对任意的 x′�y′∈S n—1一致成立．
易知条件（4）比 Lipα（Sn—1）（0＜α≤1）更弱．

另外�如果Ω满足条件（4）�则由（3）式可得
Ω∈ L∞（S n－1）⊂ Lq（S n－1）
　　1＜ q＜∞．⊂ H1� （5）

　　最近�李冉［5］证明了当1＜ p≤2时带变量核
参数型 Marcinkiewicz 积分在 Companato 空间的有
界性�关于带粗糙核的 Marcinkiewicz 积分的进一
步结果见文献［6］．受上面研究启发�本文考虑当
Ω满足条件（4）时�Marcinkiewicz 积分算子μΩ在
Companato 空间上的有界性．
2　主要结果

定义1　设1≤ p＜∞�—n／p≤α＜1�称局部
可积函数 f （ x）属于 Companato 空间 Eα�p（Rn）当且
仅当

f Eα�p：＝ sup
x0∈Rn

sup
B

1
B α／n·

　　 1
B∫B

f （x）－ f B pd x
1
p

＜∞�
其中�B是 Rn 中以 x0 为中心 r 为半径的球； f B

是 f 在 B 上的平均值�即 f B＝ 1B∫B f （x）d x．

定理1　设1＜ p＜∞�—n／p＜α≤0�Ω满足
（1）式�且对某确定的ρ＞1满足（4）式．假设
f （x）∈Eα�p且存在一个可测集 E⊂Rn （ E ＞0）�
使得μΩ（ f ） （ x）＜∞对任意的 x∈ E 成立．则
μΩ（ f ）（x）＜∞在Rn 上几乎处处成立�并且存在不
依赖于 f 的常数 C＞0�使得

μΩ（ f ） Eα�p ≤ C f Eα�p． （6）
　　注意到当α＝0时�E0�p恰好就是 BMO 空间．
因此有下面的推论．

推论1　设Ω满足（1）式且对某确定的ρ＞1
满足（4）式．假如 f （x）∈BMO且存在一个可测集
E⊂Rn（ E ＞0）�使得μΩ（ f ）（x）＜∞对任意 x∈E
成立．则μΩ（ f ）（x）＜∞在Rn 上几乎处处成立�并
且存在不依赖于 f 的常数 C＞0�使得

μΩ（ f ） BMO ≤ C F BMO． （7）
　　为证明定理1�我们需要下面的引理．

引理1［7］　设ρ＞0�则存在常数 C＞0�使得
∫t

t－r
sρ－1ds≤ Crtρ－1�　0＜ r ＜ t．

　　引理2［8］　设1≤ p＜∞�δ＞0�且—n／p≤α
＜min（1�δ／p）�则存在常数 C＞0�使得对任意球
B0＝B（x0�r）和任意 f∈Eα�p�成立

∫Rn
f （y）－ f B0 p

（r＋ y－ y0 ）n＋δdy
1／p
≤ Crα－δ／p f Eα�p．

　　定理1的证明　设-x 为 E 的一个聚点�B＝
B（-x�r）为以-x 为中心 r 为半径的球�首先证明：
μΩ（ f ）（x）＜∞在 B 上几乎处处成立．令 B∗＝8B
＝：B（-x�8r）�对 f （x）进行如下分解

f （x） ＝ f B∗ ＋（ f（x）－ f B∗ ）χB∗ ＋
（ f（x）－ f B∗ ）（1－χB∗ ） ＝：
f1＋ f2＋ f3． （8）

由（1）式知μΩ（ f1）（x）≡0．由（5）式和定理 A 可
知

∫B
μΩ（ f2）（x） pd x≤∫Rn

μΩ（ f2）（x） pd x≤
　　C∫Rn

f2 pd x≤ C B αp／n＋1 f p
Eα�p ＜∞�

即μΩ（ f2）（x）＜∞ a∙e∙于 B．
下面估计μΩ（ f3）（x）．从定理1的假设�可取

x0∈B∩E� x0—-x ＜ r／4�使得μΩ（ f ）（ x0）＜∞
和μΩ（ f2）（x0）＜∞同时成立�则
μΩ（ f3）（x0）≤μΩ（ f ）（x0）＋μΩ（ f2）（x0） ＜∞．

（9）
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　　另一方面�对任意 x∈B�有
μΩ（ f3）（x）－μΩ（ f3）（x0） ≤
　∫∞

0∫|x－y|≤t
|x0－y|＞t

Ω（x－ y）
x－ y n－1 f3（y） dy

2 d t
t3

1／2
＋

　∫∞
0∫|x－y|＞t

|x0－y|≤t

Ω（x0－y）
x0－y n－1 f3（y） dy

2 d t
t3

1／2
＋

　∫∞
0∫|x－y|≤t

|x0－y|≤t
Ω（x－ y）
x－ y n－1－

　
Ω（x0－y）
x0－y n－1 f3（y） dy

2 d t
t3

1／2

　＝：I1＋ I2＋ I3． （10）
　　对 I1�取η＞0满足0＜η＜ p—1．因为 y∈
（B∗）c�x∈B� x— y ≤ t�所以�t≥ x— y ≥
y—x0 — x0— x ＞3r 且 y— x ＞ y— x0 —
x0— x ＞ t— r．由 Hölder 不等式、定理 A 和引
理1�2可得
∫|x－y|≤t

|x0－y|＞t
Ω（x－ y）
x－ y n－1 f3（y） dy≤

　　∫max（3r�t－r）＜|x－y|＜t
Ω（x－ y） p′

x － y （n－1）p′－（n＋η）p′／pdy
1
p′
·

　　∫Rn
f3（y） p

x － y n＋ηdy
1
p ≤

　　 Ω L∞（S n－1） f Eα�p rα－η／p·

　　∫t

max（3r�t－r） S
（n＋η）p′／p－（n－1）p′＋n－1ds

1／p′
≤

　　 rα－η／p r1／p′tη／p－1／p′＋1 Ω L∞（S n－1） f Eα�p．
注意到η／p—1／p′＝（η—（p—1））／p＜0�因此
I1（x） ＝∫∞

0∫|x－y|≤t�|x0－y|＞t
Ω（x－ y）
x－ y n－1 f3（y） dy

2 d t
t3

1／2
≤

C r a－η／p＋1／p′ f Eα�p∫∞
3r t
2η／p－2／p′－1d t

1／2
≤

C rα f Eα�p． （11）
　　类似地�我们有 I2（x）≤C rα f Eα�p．

下面考虑 I3（ x）．应用 Minkow ski 不等式和
Hölder 不等式得
I3（x）≤∫（B∗）c

Ω（x－ y）
x－ y n－1－

Ω（x0－y）
x0－y n－1 ·

f3（y）∫|x－y|≤t
|x0－y|≤t

d t
t3

1／2
dy≤

C∫（B∗）c
Ω（x－ y）
x－ y n－1－

Ω（x0－y）
x0－y n－1

f3（y）
x0－y dy．

注意到 x�x0�-x∈B 及 y∈（B∗ ）c 时� x— y ～
x0—y �并且

x－ y
x － y

－ x0－y
x0－y ≤ C r

x0－y �（12）
故由（4）式和（12）式可得�

Ω（x－ y）－Ω（x0－y） ＝

　　 Ω x － y
x － y

－Ω x0－y
x0－y ≤

　　 C
log y－ x0

r
ρ． （13）

应用（13）式可得
Ω（x－ y）
x－ y n－1－

Ω（x0－y）
x0－y n－1 ≤

　　 Ω（x－ y）－Ω（x0－y）
x0－y n－1 ＋

　　 Ω（x－ y） 1
x－ y n－1－ 1

x0－y n－1 ≤
　　 C

x0－y n－1 log y－ x0
r

ρ＋ Cr
x0－y n ≤

　　 C
x0－y n－1 log y－ x0

r
ρ�

因此

I3（x）≤ C∫（B∗）c
f3（y） dy

x0－y n log y－ x0
r

ρ．

由 y∈（B∗）c 及 x0�-x∈B 得� y— x0 ≥ y—-x
— -x—x0 ≥8r— r／4＞4r�故有
I3（x）≤
C∑∞j＝2∫2j r≤|y—x0|＜2j＋1r f3（y） dy

x0－y n log y－ x0
r

ρ≤

C∑∞j＝2∫2j r≤|y—x0|＜2j＋1r
dy

x0－y n log y－ x0
r

ρp′

1／p′
·

∫2j r≤|y—x0|＜2j＋1r f3（y） pdy
x0－y n

1／p
�

注意到
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∫2j r≤|y—x0|＜2j＋1r dy
x0－y n log y－ x0r

ρp′

1／p′
≤

　　C∫2j＋1r2j r
ds

s log sr
p′ρ

1／p′
≤

　　 C
（log2j）ρ∫2j＋12j

ds
s

1／p′
≤ Cjρ． （14）

另一方面�令 Bk 为 B 的2k 倍扩张．由于α≤0�
f∈Eα�p�所以
f Bk － f Bk－1 ≤ 1

Bk－1∫Bk
f （x）－ f Bk d x≤

　　C 1
Bk∫Bk

f （x）－ f Bk pd x
1／p
≤

　　C（2k r）α f Eα�p．
因此� f Bk— f B∗k ≤Crα f Eα�p�且

∫2j r≤|y—x0|＜2j＋1r f3（y） pdy
x0－y n

1／p
≤

　　 1
（2j r）n∫2j r≤|y—x0|＜2j＋1r f3（y） pdy

1／p
≤

　　C 1
（2j r）n∫2j r≤|y—x0|＜2j＋1r（ f （y）－ f B j＋1 p＋

　　 f B j＋1－ f B∗ p）dy
1／p
≤ Crα f Eα�p． （15）

由（14）�（15）式且注意到ρ＞1�有
I3（x）≤ C∑∞j＝2 Cjρrα f Eα�p ≤ Crα f Eα�p．

（16）
由（10）�（11）及（16）式得
　 μΩ（ f3）（x）－μΩ（ f3）（x0） ≤ Crα f Eα�p�

（17）
所以�

μΩ（ f ）（x）≤μΩ（ f1）（x）＋μΩ（ f2）（x）＋
　　 μΩ（ f3）（x）－μΩ（ f3）（x0） ＋
　　μΩ（ f3）（x0） ＜∞

a．e．于 B．由于 B 是中心为-x∈ E 的任意球�因
此�μΩ（ f ）（x）＜∞ a．e．于Rn．

最后证明（6）式成立．从上面的证明过程可
见�在球 B上�μΩ（ f1）（x）≡0�且
∫B

μΩ（ f2）（x） pd x
p

≤ C B 1／p＋α／n f Eα�p．

由（17）式得
1
B∫B

μΩ（ f ）（x）－μΩ（ f3）（x0） pd x
1／p
≤

　 1
B∫B

μΩ（ f2）（x） pd x
p

＋

　 1
B∫B

μΩ（ f3）（x）－μΩ（ f3）（x0） pd x
1／p
≤

　C rα f Eα�p． （18）
最后�由（17）和（18）式得
1
B∫B

μΩ（ f ）（x）－（μΩ（ f ））B pd x
1／p
≤

　　 1
B∫B

μΩ（ f ）（x）－μΩ（ f3）（x0） pd x
1／p
＋

　　 1
B∫B

μΩ（ f3）（x0）－（μΩ（ f ））B pd x
1／p
≤

　　C rα f Eα�p．
至此我们证明了（6）式．定理1证毕．　　】
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