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Bounded variation solutions for a class
of impulsive differential systems at fixed times
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Abstract： The bounded variation solutions for one order impulsive differential systems at fixed times on a
finite interval are discussed by using the conclusions of bounded variation solutions for discontinuous
systems�the sufficient conditions of existence and uniqueness of bounded variation solutions for the
impulsive differential systems are established．
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1　引言
考虑固定时刻一阶脉冲微分系统初值问题

d xd t ＝ f （t�x）�　 t≠ t i�
Δx ＝ I i（x）� t ＝ t i�i＝1�2�…�
x（t0＋0） ＝ x0�

（1）

其中

（H1） 0＜ t1＜ t2＜…＜ t i＜…�且 lim
i→＋∞ t i＝

＋∞；
（H2） f：R＋× B Rn�且对∀t∈R＋�有

f （t�0）＝0�B为Rn 中的开集；
（H3） I i：B Rn�I i（0）＝0�I i∈C（B�Rn）�

i∈N�Rn 为具有通常范数的 n维欧氏空间．
称系统（1）的解在脉冲时刻 t i 是左连续的�

如果x（t i—0）＝x（t i）�x（t i＋0）＝x（t i）＋ I i（x（t i））�
i＝1�2�…．对每个函数 x（t）：B Rn�除了 t i 时
刻以外它是连续的；x（t�t0�x0）表示系统（1）过初
始值 x（t0�x0）的解．

文献［1］、［2］讨论了 f （ t�x）为连续函数时�
系统（1）解的存在唯一性问题�其中要求解是绝对
连续的�文献［3］利用系统（1）与 Kurzweil 广义
常微分方程之间的关系�建立了系统（1）有界变差
解的局部存在唯一性定理．本文将使系统（1）右端
函数 f （t�x）在（t i�t i＋1 ］�i＝1�2�…上非 Lebesgue
可积�出现解为非绝对连续但却是有界变差的�并
在此基础上讨论了系统（1）的有界变差解�给出了
该类微分系统有界变差解存在和唯一的充分条件．

2　预备知识
为方便起见�本文取系统（1）有限个脉冲点
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t i�i＝0�1�…�k�k∈N进行讨论．设有限个脉冲点
t i∈（a�b）⊂R＋�令 Bc＝｛x∈Rn： x ＜ c｝�c＞0
为常数�G＝Bc×（a�b）是Rn＋1中的开集．

定义1［3�4］　称 x（t�t0�x0）�t∈［ t0�T ］⊂（a�b）
是系统（1）的有界变差解�若
（i） x（t）在［ t0�T ］的任何紧区间上有界变差；
（ii） 当 t∈［t0�T ］时�（x�t）∈G；
（iii） x（t0＋0�t0�x0）＝x0；
（iv） 当 t≠ t i�t∈ ［ t0�T ］时�ẋ （ t�t0�x0）＝

f （t�x（t�t0�x0））；
（v） Δx（t） t＝ti＝x（t i＋0）—x（t i）＝ I i（x（t i））�

t i∈［t0�T ］．
定义2［4-6］　函数 x（t）在［ a�b］称为 Henstock 可

积的�如果存在 A∈Rn 使得对∀ε＞0�存在正值
函数δ（t）：［ a�b］ （0�＋∞）�使得对 ［ a�b］的任
何δ-精细分划 D：

a＝τ0＜τ1＜…＜τj ＝ b
及｛ξ1�ξ2�…�ξj｝满足ξi—δ（ξi）＜τi—1≤ξi≤τi＜ξi＋
δ（ξi）�i＝1�2�…�j�有

∑ji＝1 x（ξi）（τi－τi－1）－ A ＜ε．
记 x（t）在［ a�b］上的 Henstock积分为∫b

a
x（t）dt＝A．

为考虑系统（1）的有界变差解�首先建立系统
（1）右端向量值函数 f：G Rn 组成的函数空间
V （G�h�w）．

定义3［4-7］　设 f：G Rn 为 Garatheodory 函
数�称 f∈V （G�h�w）�如果 f （ t�x）满足下列条
件：
（i） 存在正值函数δ：（t i�t i＋1］ R＋�（t i�t i＋1］

⊂［ t0�T ］�i＝0�1�…�k—1�对每个区间 ［ u�v］�满
足τ∈［ u�v］⊂（τ—δ（τ）�τ＋δ（τ））⊂（t i�t i＋1］以及
x∈Bc�有

f （τ�x）（v－ u） ≤ h（v）— h（u）； （2）
　　（ii） 对每个区间［ u�v］�满足τ∈［ u�v］⊂（τ—
δ（τ）�τ＋δ（τ））⊂（t i�t i＋1］�及所有的 x�y∈Bc�有

f （τ�x）－ f（τ�y） （v－ u）≤
　　w（ （x－ y） ）（h（v）－ h（u））； （3）

　　（iii） 对每个定义在（t i�t i＋1］⊂［ t0�T ］上的阶梯
函数ψ（t）�f （t�ψ（t））在（t i�t i＋1］�i＝0�1�…�k—1
上是 Henstock 可积的．

在（2）、（3）式中�h：［ t0�T ］ R 是定义在
［ t0�T ］上的单调增加左连续函数�而 w：［0�＋∞］

R是连续增加函数�且 w（ r）＞0（ r＞0）�w（0）
＝0．

引理1［4］　设 f∈V（G�h�w）�如果x：（t i�t i＋1］
Rn 为 （ t i�t i＋1 ］上的有界变差函数�使得对

t∈（t i�t i＋1］�有（t�x（t））∈ G�则 Henstock 积分
∫ti＋1

ti
f （t�x（t））d t存在．
引理 2［4］ 　 如果 x：（ t i�t i＋1 ］ Rn 在

（t i�t i＋1］�i＝0�1�…�k—1上 Henstock 可积�则其
原函数 X（t）＝∫t

ti
x（s）ds在（t i�t i＋1］上连续．

引理3　设系统 （1）的右端向量值函数
f∈V （G�h�w）．如果 x：［ t0�T ］ Rn 是系统（1）
的解且 Henstock 积分∫ti＋1

ti
f （t�x（t））d t 存在�则

x（t）是系统（1）在（t i�t i＋1）�i＝0�1�2�…�k—1上
的连续有界变差解�且

∑k－1i＝0Var ti＋1ti x ≤ h（T）— h（t0） ＜＋∞� （4）
其中 Var ti＋1ti x 表示 x（t）在 t∈（t i�t i＋1）上的全变差．

证明　设 t i＝τ0＜τ1＜…＜τk＝ t i＋1是区间
（t i�t i＋1）的任意划分．对每个子区间 ［τj—1�τj ］�因
Henstock积分∫τjτj－1 f（t�x（t））dt存在�j＝1�2�…�k�
所以对任给的ε＞0�存在正值函数δj：［τj—1�τj ］

R＋�使得对［τj—1�τj ］的任何δj-精细分划：τj—1
＝ s j0＜ s j1＜…＜ s jm j＝τj 及ξ j

l∈ ［ s jl—1�s jl ］ ⊂
（ξjl—δj（ξjl ）�ξjl＋δj（ξjl ））�l＝1�2�…�m j�有
∫τjτj－1 f （t�x（t））d t ≤∫τjτj－1 f （t�x（t））d t－
　　∑

mj

l＝1
f （ξjl�x（ξjl ））（s jl－s jl－1） ＋

　　 ∑
mj

l＝1
f （ξjl�x（ξjl ））（s jl－s jl－1） ＜

　　 ε2j ＋h（τj）－ h（τj－1）�
所以

∑kj＝1 x（τj）－ x（τj－1） ＝∑
mj

j＝1∫τjτj－1 f （t�x（t））d t ＜
　　ε＋∑

mj

j＝1
h（τj）－ h（τj－1） ＝ε＋h（t i＋1）－ h（t i）．

从而

∑k－1i＝0∑
k

j＝1
x（τj）－ x（τj－1） ＝　　　
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　　∑k－1i＝0∑
k

j＝1∫τjτj－1 f （t�x（t））d t ＜
　　ε＋∑k－1i＝0（h（t i＋1）－ h（t i））．

由ε的任意性和 h是单调左连续的可知

∑k－1i＝0∑
k

j＝1
x（τj）－ x（τj－1） ≤ h（T）— h（t0） ＜＋∞�

即 x（t）在 t∈［ t0�T ］上是有界变差的且（4）式成
立．又由引理2知�x（t）在 t∈（t i�t i＋1）�i＝0�1�
…�k—1上是连续的．　　】

为讨论系统（1）有界变差解的存在性和唯一
性�考虑下列问题

d xd t ＝ f （t�x）�
x（t0＋0） ＝ x0．

（5）
其中 f：R＋×Bc Rn 具有某种不连续性．

引理4［4］　设 f∈V （G�h�w）且（t0�x0）∈G�
则一定存在 Δ—�Δ＋＞0�使得系统 （5）在区间
［ t0—Δ—�t0＋Δ＋ ］上存在满足 x（t0）＝ x0的有界变
差解 x（t）．

引理5［4］　设 f∈V （G�h�w）�且对每个u＞0�
有

lim
v→0＋∫u

v
1
w（r）d r ＝＋∞�

那么系统（5）的每个满足 x（t0）＝x0的有界变差解
x（t）是局部右行唯一的�其中（t0�x0）∈G．
定义4［7］　设 x：［ t0�t0＋δ］ Rn�δ＞0是系

统（5）在［ t0�t0＋δ］上的一个解．称系统（5）的解
y：［ t0�t0＋σ］�σ＞0为 x的一个延拓�如果［ t0�t0＋δ］
⊂［ t0�t0＋σ］�且对∀t∈ ［ t0�t0＋δ］�有 x （ t）＝
y（t）；如果［ t0�t0＋δ］⫋［ t0�t0＋σ］�即σ＞δ�那么
［ t0�t0＋σ］称为 x的右行真延拓．
如果（x0�t0）∈G�且存在 b（ x0�t0）＞ t0�使得

x在［ t0�b（x0�t0））上存在且不能延拓到形如 ［ t0�β］�
β＞b（x0�t0）的更大区间�或者说�没有系统（5）
的解 x：［ t0�b（x0�t0）） Rn 的右行真延拓�那么
称系统（5）满足 x（t0）＝ x0 的解 x（t＞ t0）是饱和
的．

定义5［7］　系统（5）的有界变差解 x：［ t0�t0＋β］
Rn 称为右行局部唯一的�如果对系统（5）的

任何满足 y（t0）＝x（t0）的有界变差解 y：［ t0�t0＋σ］
Rn�存在β1＞0�使得对 t∈［ t0�t0＋β］∪ ［ t0�

t0＋σ］∪［ t0�t0＋β1］�有 x（t）＝y（t）．
引理6　设 f∈V （G�h�w）�x：［ t0�T ］ Rn 是

系统（5）在［ t0�T ］上的解�则对∀s∈［ t0�T）�有
x（s＋）－ x（s） ＝ lim

σ→s＋
x（σ）－ x（s） ＝

　　F（x（s）�s＋）－F（x（s）�s）； （6）
对∀s∈（t0�T ］�有

x（s）－ x（s－） ＝ x（s）－ lim
σ→s－
x（σ） ＝

　　F（x（s）�s）－F（x（s）�s－）． （7）
其中对∀s∈［ t0�T）�F（x（s）�s＋）＝lim

σ→s＋
F（x�σ）；对

∀s∈ （ t0�T ］�F （ x （ s）�s— ）＝ lim
σ→s—
F （ x�σ）�且

F（x（s）�s）＝∫s

t0
f （x�t）d t．

证明　因为 f∈V （G�h�w）�取 ［ s�σ］∈ ［ t0�
T ］�不妨设σ＞s�则对任意ε＞0及任何δ-精细分
划 D：

s＝τ0＜τ1＜…＜τj ＝σ
及｛ξ1�ξ2�…�ξj｝�其中ξi—δ（ξi）＜τi—1≤ξi≤τi＜
ξi＋δ（ξi）�i＝1�2�…�j�有
F（x�σ）－F（x�s） ＝∫σs f （x�t）d t ≤
　　∫σs f （x�t）d t－∑ji＝1 f （x（ξi）�ξi）（τi－τi－1） ＋
　　 ∑ji＝1 f （x（ξi）�ξi）（τi－τi－1） ≤
　　ε＋∑ji＝1 f （x（ξi）�ξi）（τi－τi－1） ＜

　　ε＋∑ji＝1 h（τi）－ h（τi－1） ＜
　　ε＋ h（σ）－h（s） ．
由ε的任意性�有

F（x�σ）－F（x�s） ≤ h（σ）—h（s） �
于是

F（x�σ） ≤ F（x�σ）—F（x�s） ＋ F（x�s） ≤
h（σ）－h（s） ＋ F（x�s） ．

当σ→s＋时�有
F（x�s＋） ≤ h（s＋）－ h（s） ＋ F（x�s） �

于是 F（x�s＋）存在．同理可证 F（x�s—）存在．
由文献［4］可知�系统（5）在［ t0�T ］上的解是

Henstock 可积的�于是
F（x�s＋）－F（x�s） ＝

　　∫s＋

t0
f （x�t）d t－∫s

t0
f （x�t）d t ＝

　　∫s＋

s
f （x�t）d t ＝ x（s＋）－ x（s）．

3
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同理可证得（7）式成立．　　】
定义 GF＝｛（x�t）∈G；（x＋F（x�t＋）—F（x�t）�

t）∈G｝�其中 F（x（s）�s）＝∫s

t0
f （x�t）d t．

引理7　设 x：［ t0—Δ—�t0＋Δ＋ ］ Rn 是系统
（5）在 ［ t0—Δ—�t0＋Δ＋ ］上的有界变差解�若
（x（s）�s）∈GF�s∈［ t0—Δ—�t0＋Δ＋ ］�则系统（5）
的有界变差解可向右延拓．

证明　对不连续系统（5）�由引理6可知�其
有界变差解 x（t）是非绝对连续的�对某个〜x（t）∈Bc�
〜x（t）的间断有可能出现�即对某个（〜x�t0）∈G�函
数

〜x＋＝〜x＋F（〜x�t0＋）－F（〜x�t0） （8）
不属于 Bc�此时系统（5）满足 x（t0）＝〜x 的有界变
差解在 t0时刻跳出集合 Bc�因而不能对 t＞t0的解
延拓．由引理4�若 x（t）�t∈［ t0—Δ—�t0＋Δ＋ ］是
系统（5）在［ t0—Δ—�t0＋Δ＋ ］上的有界变差解�并
且 x（t）在其右端点满足条件（8）�于是有

x（（t0＋Δ＋）＋） ＝ x（t0＋Δ＋）＋
　　F（x（t0＋Δ＋）�（t0＋Δ＋）＋）－
　　F（x（t0＋Δ＋）�t0＋Δ＋）�

其中（x（t0＋Δ＋）�t0＋Δ＋）∈GF�则系统（5）在区
域［ t0—Δ—�t0＋Δ＋ ］上的有界变差解可通过该区域
边界点向右延拓．　　】

下面给出系统（5）饱和解的3个性质．
性质1［8］　设 f∈V （G�h�w）�且（ t0�x0）∈

GF�如果系统（5）的解是局部右行唯一的�那么
存在左端点为 t0的区间 J和函数 x：J Rn�使
得 t0∈ J�x（t0）＝x0�且 x：J Rn 是系统（5）的
饱和解；区间 J和函数 x 由初始条件 x（t0）＝x0和
解的饱和性唯一地确定．

性质2［8］　设 f∈V （G�h�w）�且（ t0�x0）∈
GF�系统（5）的解局部右行唯一�x：J Rn 是
系统（5）满足 x（t0）＝ x0的饱和解�t0∈ J是区间
的左端点�则 J＝［ t0�β）∩ I�其中 t0＜β≤＋∞�
I＝（—∞�＋∞）．
性质3［8］　设 f∈V （G�h�w）�且（ t0�x0）∈

GF�系统（5）的解局部右行唯一�x：［ t0�β） Rn

是系统（5）的饱和解�M⊂G＝Bc×（a�b）⊂Rn＋1是
紧集�则存在 c∈ ［ t0�β）�使得 （ x （ t）�t）● M�
t∈（c�β）．
3　主要结果

定理1　设 f∈V （G�h�w）�且（t0�x0）∈G�则

一定存在δ＞0�使得系统（1）在区间 ［ t0�t0＋δ］上
存在满足 x（t0）＝x0的有界变差解 x（t）．

证明　考虑系统（5）�由引理4可知�存在
t1—t0＞δ＞0�使得该系统在［ t0�t0＋δ］上存在有界
变差解 x（t）．显然�x（t）在 ［ t0�t0＋δ］上是系统
（1）的解�且 x（t0）＝x0．故系统（1）在［ t0�t0＋δ］
上存在满足 x（t0）＝x0的有界变差解 x（t）．　　】

定理2　设 f∈V （G�h�w）�（t0�x0）∈G�且对
每个 u＞0�

lim
v→0＋∫u

v
1
w（r）d r ＝＋∞�

则存在δ＞0�使得系统（1）在 ［ t0�t0＋δ］满足
x（t0）＝x0的有界变差解 x（t）是局部右行唯一的．
证明　考虑系统（5）�由引理5可知�存在

t1—t0＞δ＞0�使得该系统在 ［ t0�t0＋δ］上满足
x（t0）＝x0的有界变差解 x（t）是局部右行唯一的．
显然 x（t）在［ t0�t0＋δ］上是系统（1）的解�故系统
（1）在［ t0�t0＋δ］上满足 x（t0）＝ x0的有界变差解
x（t）是局部右行唯一的．　　】
定理3　若 f∈V （G�h�w）且（t0�x0）∈GF�则

系统（1）存在饱和解 x（t）�t∈（t0�t0＋β）⊂（a�b）．
证明　由引理7可知�系统（5）的局部解一定

可以延拓．若其饱和解存在区间之右端点β′≤ t1�
则系统（1）的饱和解仅在（t0�β′）存在�若β′＞ t1�
考虑系统

d xd t ＝ f （t�x）�　t ＞ t1�
x（t1＋0） ＝ x（t1）＋ I1（x（t1））．

根据系统（5）饱和解的3个性质�我们可以讨论该
系统饱和解存在区间的存在性．这样一直讨论下
去�我们可以得到系统（1）饱和解的存在区间．若
β≤b�则存在 k≥1�使得β∈（tk�tk＋1 ］⊂（tk�b）�
从而在（tk�β）上系统（1）的解也是系统

d xd t ＝ f （t�x）�　t ＞ tk�
x（tk＋0） ＝ x（tk）＋ I1（x（tk））

的解．　　】
下面考虑系统（1）在（a�b）上有界变差解的存

在性和唯一性．
定理4　设 f∈V （G�h�w）�且（t0�x0）∈GF�

则在（a�b）上一定存在使系统（1）满足 x（t0）＝ x0
的有界变差解 x（t）．

证明　对系统（5）�设 f∈V （G�h�w）�且
（t0�x0）∈GF�则由引理7知�其有界变差解可向
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右延拓．又 G＝Gc×（a�b）�由性质3知�其有界
变差解必在（a�b）上有定义�且解最多只能延拓至
b点．
当［ t0�t1］⊂（a�b）时�首先考虑系统

d xd t ＝ f （t�x）�
x（t0＋0） ＝ x0．

（9）
由引理4和定理3知�系统（9）在 t∈［ t0�t1］上存
在有界变差解 x0（t）．下面考虑系统

d xd t ＝ f （t�x）�
x（t1＋0） ＝ x0（t1）＋ I1（x0（t1））．

（10）
当［ t1�t2］⊂（a�b）时�同样由引理4和定理3知�
系统（10）在 t∈［ t1�t2］上存在有界变差解 x1（t）．
当 tk≤b时�依次类推�我们可以得到

d xd t ＝ f （t�x）�
x（tk－1＋0） ＝ x k－2（tk）＋ Ik－1（x k－2（tk））

（11）
的有界变差解 x k—1（t）�t∈（tk—1�tk ］．

定义

x（t；t0�x0） ＝

x0（t）�　t∈ ［t0�t1］；
x1（t）�　t∈ ［t1�t2］；
　　　
x k－1（t）�　t∈ （tk－1�tk ］．

易证 x（t；t0�x0）是系统（1）在（a�b）上的有界变差
解．　　】

定理5　设 f∈V （G�h�w）�（t0�x0）∈GF�且对
每个 u＞0�

lim
v→0＋∫u

v
1
w（r）d r ＝＋∞�

那么系统（1）在 ［ t0�T ］ ⊂ （ a�b）上的每个满足
x（t0）＝x0的有界变差解 x（t）是右行唯一的．
证明　对系统（5）�设 f∈V （G�h�w）�且

（t0�x0）∈GF�则由引理7知�其有界变差解可向
右延拓．又 G＝Bc×（a�b）�由性质3知�其有界
变差解必在（a�b）上有定义�且解最多只能延拓至
b点．
首先考虑系统

d xd t ＝ f （t�x）�
x（t0＋0） ＝ x0．

（12）
由引理5知�系统（12）在 t∈［ t0�t1］上存在唯一的

有界变差解 x0（t）．
考虑系统

　　　
d xd t ＝ f （t�x）�
x（t1＋0） ＝ x0（t1）＋ I1（x0（t1））．

（13）
同样由引理5知�系统（13）在 t∈［ t1�t2］上存在唯
一的有界变差解 x1（t）．依次类推�对 t∈［ t i—1�t i ］
⊂［ t0�T ］�i≤k�我们可以得到

d xd t ＝ f （t�x）�
x（t i－1＋0） ＝ x i－2（t i）＋ I i－1（x i－2（t i））

（14）
的解 x i—1（t）�t∈（t i—1�t i ］．

定义

x（t；t0�x0） ＝

x0（t）�　t∈ ［t0�t1］；
x1（t）�　t∈ ［t1�t2］；
　　　
x k－1（t）�　t∈ （tk－1�tk ］．

易证 x（t；t0�x0）的解是系统（1）在（a�b）上唯一的有
界变差解．　　】
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