
２０１９年７月 四川大学学报（自然科学版） Ｊｕｌ．２０１９
第５６卷　第４期 Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｓｉｃｈｕａｎ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（Ｎａｔｕｒａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅ　Ｅｄｉｔｉｏｎ） Ｖｏｌ．５６　Ｎｏ．４

ｄｏｉ：１０．３９６９／ｊ．ｉｓｓｎ．０４９０－６７５６．２０１９．０４．００７

一类非线性二阶离散三点边值问题正解的全局结构

马满堂
（西北师范大学数学与统计学院，兰州７３００７０）

摘　要：本文研究非线性二阶差分方程三点边值问题

Δ２　ｕ（ｔ－１）＋ｈ（ｔ）ｆ（ｕ（ｔ））＝０，ｔ∈｛１，２，…，Ｔ－１｝，

Δｕ（０）＝０，ｕ（Ｔ）＝λｕ（η｛ ）
正解的全局结构，其中Δｕ（ｔ）＝ｕ（ｔ＋１）－ｕ（ｔ），Δ２　ｕ（ｔ）＝Δ（Δｕ（ｔ））＝ｕ（ｔ＋２）－２ｕ（ｔ＋１）＋ｕ
（ｔ），Ｔ≥４为整数，η∈｛１，２，…，Ｔ－１｝，λ∈［０，１）为参数，函数ｆ∈Ｃ（［０，!），［０，!））且ｆ（ｓ）

＞０，ｓ＞０，ｈ：｛１，２，…，Ｔ－１｝→［０，!）且在｛１，２，…，Ｔ－１｝的任一非空子集上不恒为零．在非
线性项ｆ分别满足超线性增长和次线性增长的条件下，本文运用锥上的不动点指数理论及解
集的连通性质获得了该问题正解的全局结构．
关键词：差分方程；三点边值问题；连通分支；正解
中图分类号：Ｏ１７５．７　　　文献标识码：Ａ　　　文章编号：０４９０－６７５６（２０１９）０４－０６２１－０６

收稿日期：２０１８－１０－１５
基金项目：国家自然科学基金（１１６７１３２２）
作者简介：马满堂（１９９５－），男，甘肃张家川人，硕士研究生，主要研究方向为常微分方程边值问题．Ｅ－ｍａｉｌ：ｍａｎｔａｎｇｍａ＠１６３．ｃｏｍ

Ｇｌｏｂａｌ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ　ｏｆ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｆｏｒ　ａ　ｃｌａｓｓ　ｏｆ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ
ｄｉｓｃｒｅｔｅ　ｔｈｒｅｅ－ｐｏｉｎｔ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｖａｌｕｅ　ｐｒｏｂｌｅｍｓ

ＭＡ　Ｍａｎ－Ｔａｎｇ
（Ｃｏｌｌｅｇｅ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ａｎｄ　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ，Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔ　Ｎｏｒｍａｌ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｌａｎｚｈｏｕ　７３００７０，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｉｎ　ｔｈｉｓ　ｐａｐｅｒ，ｔｈｅ　ｇｌｏｂａｌ　ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ　ｏｆ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｆｏｒ　ｔｈｅ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｓｅｃｏｎｄ－ｏｒｄｅｒ　ｄｉｆｆｅｒ－
ｅｎｃｅ　ｅｑｕａｔｉｏｎ　ｗｉｔｈ　ｔｈｒｅｅ－ｐｏｉｎｔ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｖａｌｕｅ　ｐｒｏｂｌｅｍｓ

Δ２　ｕ（ｔ－１）＋ｈ（ｔ）ｆ（ｕ（ｔ））＝０，ｔ∈｛１，２，…，Ｔ－１｝，

Δｕ（０）＝０，ｕ（Ｔ）＝λｕ（η｛ ）

ｉｓ　ｓｔｕｄｉｅｄ，ｗｈｅｒｅΔｕ（ｔ）＝ｕ（ｔ＋１）－ｕ（ｔ），Δ２　ｕ（ｔ）＝Δ（Δｕ（ｔ））＝ｕ（ｔ＋２）－２ｕ（ｔ＋１）＋ｕ（ｔ），Ｔ≥４ｉｓ　ａｎ　ｉｎ－
ｔｅｇｅｒ，η∈｛１，２，…，Ｔ－１｝，λ∈［０，１）ｉｓ　ａ　ｐａｒａｍｅｔｅｒ，ｆ∈Ｃ（［０，!），［０，!））ｓａｔｉｓｆｉｅｓ　ｆ（ｓ）＞０ｆｏｒ　ｓ＞０，

ａｎｄ　ｈ：｛１，２，…，Ｔ－１｝→［０，!）ｉｓ　ｎｏｔ　ｉｄｅｎｔｉｃａｌｌｙ　ｚｅｒｏ　ｏｎ　ａｒｂｉｔｒａｒｙ　ｎｏｎｅｍｐｔｙ　ｓｕｂｓｅｔ　ｏｆ｛１，２，…，Ｔ－１｝．
Ａｐｐｌｙｉｎｇ　ｔｈｅ　ｆｉｘｅｄ　ｐｏｉｎｔ　ｉｎｄｅｘ　ｔｈｅｏｒｙ　ｏｎ　ｃｏｎｅ　ａｎｄ　ｃｏｎｎｅｃｔｉｖｉｔｙ　ｐｒｏｐｅｒｔｉｅｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ　ｓｅｔ，ｔｈｅ　ｇｌｏｂａｌ
ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ　ｏｆ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｉｓ　ｏｂｔａｉｎｅｄ　ｕｎｄｅｒ　ｔｈｅ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ　ｔｈａｔ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｔｅｒｍｆｓａｔｉｓｆｉｅｓ　ｔｈｅ　ｓｕｐｅｒ－
ｌｉｎｅａｒ　ｇｒｏｗｔｈ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ　ａｎｄ　ｔｈｅ　ｓｕｂｌｉｎｅａｒ　ｇｒｏｗｔｈ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ，ｒｅｓｐｅｃｔｉｖｅｌｙ．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：Ｄｉｆｆｅｒｅｎｃｅ　ｅｑｕａｔｉｏｎ；Ｔｈｒｅｅ－ｐｏｉｎｔ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｖａｌｕｅ　ｐｒｏｂｌｅｍ；Ｃｏｎｎｅｃｔｅｄ　ｂｒａｎｃｈ；ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｓｏｌｕ－
ｔｉｏｎ
（２０１０ＭＳＣ　２６Ａ３３）



四川大学学报（自然科学版） 　 第５６卷

１　引　言

对于二阶常微分方程边值问题，已有许多学
者运用锥上的不动点定理、上下解方法和临界点理
论等工具研究过［１－６］．例如，１９９９年，Ｍａ［１］研究了
非线性二阶三点边值问题

ｕ″（ｔ）＋ｇ（ｔ）ｆ（ｕ）＝０，ｔ∈（０，１），

ｕ（０）＝０，ｕ（１）＝αｕ（η｛ ）
（１）

正解的存在性，其中ｆ∈Ｃ（［０，!），［０，!）），ｇ∈Ｃ
（［０，１］，［０，!）），０＜αη＜１．该文运用锥上的不动
点理论获得了如下结论：

定理Ａ　若ｆ满足下列条件之一：
（ｉ）ｆ０＝０且ｆ!＝!（超线性）；
（ｉｉ）ｆ０＝!且ｆ!＝０（次线性），

则问题 （１）至少存在一个正解，这里

ｆ０＝ｌｉｍ
ｓ→０＋

ｆ（ｓ）
ｓ
，ｆ!＝ｌｉｍ

ｓ→!

ｆ（ｓ）
ｓ ．

２００１年，Ｗｅｅｂ［２］研究了非线性二阶三点边值
问题

ｕ″（ｔ）＋ｇ（ｔ）ｆ（ｕ）＝０，ｔ∈（０，１），

ｕ′（０）＝０，ｕ（１）＝αｕ（η｛ ）
（２）

正解的存在性，其中η∈（０，１），α∈［０，１）．该文首
先将问题（２）转化为等价的积分方程

ｕ（ｔ）＝∫
１

０
Ｋ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ）ｆ（ｕ（ｓ））ｄｓ：＝

　Ｔｕ（ｔ），ｔ∈ ［０，１］，
这里Ｋ（ｔ，ｓ）是问题（２）所对应的Ｇｒｅｅｎ函数，然后
在假设条件

（Ａ１）Ｋ：［０，１］×［０，１］→［０，!）连续；
（Ａ２）ｆ：［０，!）→［０，!）连续；
（Ａ３）ｇ∈Ｌ１（０，１）且在［０，１］上几乎处处满足

ｇ≥０
成立时运用锥上的不动点指数理论建立了如下结

果：

定理Ｂ　假设∫
１

０
ｇ（ｓ）ｄｓ＞０，０＜α＜１，且存

在ａ，ｂ∈［０，１］，ａ＜ｂ，若ｆ满足下列条件之一：
（ｉ）０≤ｆ０＜ｍ且Ｍ＜ｆ!≤!；

（ｉｉ）０≤ｆ!＜ｍ且Ｍ＜ｆ０≤!，
则问题（２）至少存在一个正解，其中

ｆδ＝ｌｉｍ
ｓ→δ
ｓｕｐｆ

（ｓ）
ｓ
，ｆδ＝ｌｉｍ

ｓ→δ
ｉｎｆｆ

（ｓ）
ｓ
，

这里δ＝０或!且

ｍ＝ ｍａｘ
０≤ｔ≤１∫

１

０
Ｋ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ）ｄ（ ）ｓ －１

，

Ｍ ＝ ｍｉｎ
ａ≤ｔ≤ｂ∫

ｂ

ａ
Ｋ（ｔ，ｓ）ｇ（ｓ）ｄ（ ）ｓ －１

．

值得注意的是，文献［１，２］都是在自变量ｔ连
续的情形下获得相应问题正解的存在性．近年来，
在自变量ｔ离散的情形下也获得了一些结果［７－１０］．
例如，２０１０年 Ｈｅ等［７］研究了非线性二阶差分方
程三点边值问题

Δ２ｕ（ｔ－１）＋ｆ（ｔ，ｕ（ｔ））＝０，ｔ∈｛１，２，…，Ｎ｝，

ｕ（０）＝０，ｕ（Ｎ＋１）＝αｕ（ｍ｛ ）
（３）

正解的存在性，其中Ｎ≥２为整数，ｍ∈｛１，２，…，

Ｎ｝，０≤α≤１，ｆ：｛１，２，…，Ｎ｝×Ｒ→Ｒ连续．他们
利用拓扑度理论及不动点指数理论获得了问题（３）
正解的存在性结论．该工作并没有说明随着参数α
在［０，１）内变化解的范数会产生怎样的改变．
本文尝试将问题（２）离散化，运用锥上的不动

点指数理论及解集连通性质考察非线性二阶差分

方程三点边值问题

Δ２　ｕ（ｔ－１）＋ｈ（ｔ）ｆ（ｕ（ｔ））＝０，

　ｔ∈｛１，２，…，Ｔ－１｝，

Δｕ（０）＝０，ｕ（Ｔ）＝λｕ（η

烅
烄

烆 ）
（４）

正解的全局结构，其中Δｕ（ｔ）＝ｕ（ｔ＋１）－ｕ（ｔ），

Δ２　ｕ（ｔ）＝Δ（Δｕ（ｔ））＝ｕ（ｔ＋２）－２ｕ（ｔ＋１）＋ｕ（ｔ），Ｔ
≥４为整数，η∈｛１，２，…，Ｔ－１｝，λ∈［０，１）为参
数，函数ｆ∈Ｃ（［０，!），［０，!））且ｆ（ｓ）＞０，ｓ＞０，

ｈ：｛１，２，…，Ｔ－１｝→［０，!）且在｛１，２，…，Ｔ－１｝的
任一非空子集上不恒为零．
设Ｙ＝｛ｕ：｛１，２，…，Ｔ－１｝→［０，!），Δｕ（０）＝

０｝，其按范数‖ｕ‖!＝ ｍａｘ
ｔ∈｛１，２，…，Ｔ－１｝

ｕ（ｔ）构成Ｂａ－

ｎａｃｈ空间．∑是Ｒ×Ｙ 中集合｛（λ，ｕ）∈［０，１）×Ｙ：

ｕ是ｕ＝Φ（λ，ｕ）的非平凡解｝的闭包．定义锥

Ｋ：＝｛ｘ∈Ｙ：ｘ≥０，ｔ∈｛１，２，…，Ｔ－１｝｝．
相应地，令Ｋｒ＝｛ｘ∈Ｋ：‖ｘ‖!＜ｒ｝．
本文假定：
（Ｈ１）ｈ：｛１，２，…，Ｔ－１｝→［０，!）且在｛１，２，

…，Ｔ－１｝的任一非空子集上不恒为零；
（Ｈ２）ｆ∈Ｃ（［０，!），［０，!））且ｆ（ｓ）＞０，ｓ＞０；
（Ｈ３）η∈｛１，２，…，Ｔ－１｝，并且λ满足０＜λ＜

１．
本文的主要结果如下：
定理１．１　假设（Ｈ１）～（Ｈ３）成立．若ｆ０＝０

且ｆ!＝!，则∑包含一个连接｛０｝×Ｙ 与（１，０）的连
通分支．
定理１．２　假设（Ｈ１）～（Ｈ３）成立．若ｆ０＝!

且ｆ!＝０，则∑包含一个连接｛０｝×Ｙ 与（１，!）的连

２２６
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通分支．
若λ≠１，则问题（４）等价于和分方程

ｕ（ｔ）＝∑
Ｔ－１

ｓ＝１
Ｇ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（ｕ（ｓ））＋

　 λ
１－λ∑

Ｔ－１

ｓ＝１
Ｇ（η，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（ｕ（ｓ））：＝

　Φ（λ，ｕ） （５）
其中

Ｇ（ｔ，ｓ）＝
Ｔ－ｔ，１≤ｓ≤ｔ≤Ｔ，

Ｔ－ｓ，０≤ｔ≤ｓ≤Ｔ－１｛ ．
注１　因为Φ（λ，ｕ）在λ＝１处没有定义，指数

跳跃定理不再适用于（１，０）附近的局部分歧．因此，
我们引用Ｌｅｒａｙ－Ｓｃｈａｕｄｅｒ全局延拓原理来证明我
们的结果．

２　预备知识

引理２．１［５］　假设Ｐ是Ｂａｎａｃｈ空间Ｅ的一个
锥，ＶＰ是Ｅ 中的有界开集．若Ｆ：［μ１，μ２］×Ｐ
→Ｐ是一个连续的紧映射，且满足：

（ｉ）ｘ＝Ｆ（λ，ｘ）在［μ１，μ２］×（Ｐ＼Ｖ）上无解；
（ｉｉ）ｉｎｄ（Ｆ（μ１，·），Ｖ，Ｐ）＝ｍ，ｍ≠０，

则集合

∑＊：＝｛（λ，ｘ）∈［μ１，μ２］×Ｐ：ｘ＝Ｆ（λ，ｘ）｝

包含一条连接｛μ１｝×Ｖ 和｛μ２｝×Ｖ 的连通分支．
引理２．２　设β∈［０，１）是一个给定的数．令ｅ

∈Ｙ 且ｅ（ｔ）≥０，ｔ∈｛０，１，…，Ｔ｝．若ｕ是问题

Δ２　ｕ（ｔ－１）＋ｅ（ｔ）＝０，ｔ∈｛１，２，…，Ｔ－１｝，

Δｕ（０）＝０，ｕ（Ｔ）＝βｕ（η｛ ）

的一个解，则ｕ（ｔ）≥０，ｔ∈｛０，１，…，Ｔ｝，并且，若
存在ｔ０∈｛０，１，…，Ｔ｝使得ｅ（ｔ０）＞０，则ｕ（ｔ）＞０，ｔ
∈｛１，２，…，Ｔ｝．
证明　由Δ２　ｕ（ｔ－１）＝－ｅ（ｔ）≤０可知，ｕ（ｔ）在

｛１，２，…，Ｔ－１｝上向上凸．由Δｕ（ｔ）＝Δｕ（０）－

∑
Ｔ

ｓ＝１
ｅ（ｓ），Δｕ（０）＝０可得Δｕ（ｔ）≤０．因此ｕ（ｔ）在

｛１，２，…，Ｔ－１｝上递减．只要ｕ（Ｔ）≥０，对任意的ｔ
∈｛０，１，…，Ｔ｝，就有ｕ≥０．若ｕ（Ｔ）＜０，则有ｕ（η）

＜０且ｕ（Ｔ）＝βｕ（η）＞ｕ（η）．这与ｕ的上凸性矛
盾．证毕．
引理２．３　设０＜λ＜１．若ｕ：｛０，１，…，Ｔ｝→

［０，!）且在｛０，１，…，Ｔ｝上是上凸的，则

ｍｉｎ
ｔ∈｛η，η＋１，…，Ｔ｝

ｕ（ｔ）≥λ
（Ｔ－η）
Ｔ－λη

‖ｕ‖!．

证明　由引理２．２可知ｕ（η）＞ｕ（Ｔ），‖ｕ‖!

＝ｕ（０）且 ｍｉｎ
ｔ∈｛η，η＋１，…，Ｔ｝

ｕ（ｔ）＝ｕ（Ｔ）．则

ｕ（０）≤ｕ（Ｔ）＋ｕ
（Ｔ）－ｕ（η）
Ｔ－η

（０－Ｔ）＝

　ｕ（Ｔ）（１－Ｔ
１－１λ
Ｔ－η

），

即

ｍｉｎ
ｔ∈｛η，η＋１，…，Ｔ｝

ｕ（ｔ）≥λ
（Ｔ－η）
Ｔ－λη

‖ｕ‖!．

引理２．４　设α∈［０，１）是一个常数，ｙ∈Ｙ 且
满足

Δ２　ｙ（ｔ－１）≤０，ｔ∈｛１，２，…，Ｔ－１｝，

Δｙ（０）＝０，ｙ（Ｔ）＝αｙ（η｛ ），

且‖ｙ‖!＝１．则存在τ∈｛１，２，…，Ｔ｝使得α－１Ｔ－η
≤

Δｙ（τ）≤０．
证明　由ｙ（ｔ）在｛１，２，…，Ｔ－１｝上向上凸，

Δｙ（ｔ）≤０及Δｙ（０）＝０可得，存在τ∈｛０，１，…，Ｔ｝
使得

０≥Δｙ（τ）≥Δｙ（η）≥
ｙ（Ｔ）－ｙ（η）
Ｔ－η

．

由于‖ｙ‖!＝１，因此

ｙ（Ｔ）－ｙ（η）
Ｔ－η

≥α－１Ｔ－η
，

即α－１
Ｔ－η

≤Δｙ（τ）≤０．

引理２．５［５］　假设ｈ
－：Ｉ→［０，!），ｔ∈Ｉ｛０，１，

…，Ｔ｝，且在Ｉ的任意非空子集上不恒为零，｛ｐｎ｝

Ｙ 满足ｌｉｍ
ｎ→!
ｐｎ（ｔ）＝!，ｔ∈Ｉ．若｛ｕｎ｝是Δ２　ｕｎ（ｔ－１）

＋ｈ
－（ｔ）ｐｎ（ｔ）ｕｎ（ｔ）＝０，ｔ∈Ｉ的一个解序列，则当ｎ
充分大时，ｕｎ 在Ｉ上变号．

３　超线性情形

为了方便起见，考虑辅助问题

Δ２ｕ（ｔ－１）＋ｈ（ｔ）ｆ（ｕ（ｔ））＝０，ｔ∈｛１，２，…，Ｔ－１｝，

Δｕ（０）＝０，ｕ（Ｔ）＝ｒｕ（η） （４）｛
ｒ

对于给定的ｒ∈［０，１），记Θｒ＝｛（ｒ，ｕ）：ｕ∈Ｙ 是问
题（４）ｒ的一个非平凡解｝．由条件（Ｈ１），（Ｈ２）及
引理２．２有Θｒ＝｛（ｒ，ｕ）：ｕ∈Ｙ 是问题（４）ｒ的一个
正解｝．若ａ∈［０，１），记Γａ＝｛（λ，ｕ）∈［０，ａ］×Ｙ：ｕ
∈Ｙ 是问题（４）的一个非平凡解｝．同样地，由条件
（Ｈ１），（Ｈ２）及引理２．２有Γａ＝｛（λ，ｕ）∈［０，ａ］×
Ｙ：ｕ∈Ｙ 是问题（４）的一个正解｝．易见，Γａ＝ ∪

ｒ∈［０，ａ］

Θｒ．我们有如下引理：

引理３．１［５］　假设ｆ０＝０，ｆ!＝!．则存在正常

３２６
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数ｂ，Ｂ，ｂ＜Ｂ，使得ｂ＜‖ｕ‖!＜Ｂ，ｕ∈Θ０，且

ｉｎｄ（Φ（０，·），ＫＢ＼Ｋ
－
ｂ，Ｋ）＝－１，

其中Φ由（５）式所定义，Ｋｒ＝｛ｕ∈Ｋ：‖ｕ‖!＜ｒ｝．
引理３．２　假设ｆ０＝０，ｆ!＝!，ｂ，Ｂ是引理３．

１中给出的常数．则对任意的ａ∈（０，１），存在一个
正数δａ 且（δａ，δａ－１）［ｂ，Ｂ］，使得

δａ＜‖ｕ‖!＜δａ－１，（λ，ｕ）∈Γａ．
证明　若ｆ０＝０，则存在一个正数δ１ 使得

‖ｕ‖!＞δ１，（λ，ｕ）∈Γａ．反设存在序列｛（λｋ，

ｕｋ）｝Γａ，当‖ｕｋ‖!→０时有Φ（λｋ，ｕｋ）＝ｕｋ．假设

λｋ→λ
－，λ

－
∈［０，ａ］．由条件（Ｈ１），（Ｈ１）及引理２．２

可得ｕｋ（ｔ）＞０，ｔ∈｛１，２，…，Ｔ｝．令ｖｋ（ｔ）＝
ｕｋ（ｔ）
‖ｕｋ‖!

．则

Δ２ｖｋ（ｔ－１）＋ｈ（ｔ）ｇｋ（ｔ）ｖｋ（ｔ）＝０，

　ｔ∈｛１，２，…，Ｔ－１｝，

Δｖｋ（０）＝０，ｖｋ（Ｔ）＝λｋｖｋ（η

烅
烄

烆 ）
（６）

其中

ｇｋ（ｔ）＝
ｆ（ｕｋ（ｔ））
ｕｋ（ｔ）

，ｔ∈｛１，２，…，Ｔ｝，

０，ｔ
烅
烄

烆 ＝０
（７）

且存在一个不依赖于ｋ的常数Ｍ＞０使得‖ｇｋ‖!

≤Ｍ．结合（７）式可得

‖Δ２ｖｋ‖!≤Ｍ ‖ｈ‖! （８）
则由引理２．４可得，存在τｋ∈｛１，２，…，Ｔ－１｝使得

α－１
Ｔ－η

≤Δｖｋ（τｋ）≤０ （９）

结合（８），（９）式及Δｖｋ（ｔ）＝Δｖｋ（τｋ）＋∑
Ｔ

ｓ＝τｋ

Δ２ｖｋ（ｓ）可

得

‖Δｖｋ‖!≤Ｍ１ （１０）
其中Ｍ１＞０为不依赖于ｋ的常数．由边界条件

Δｖｋ（０）＝０有‖ｖｋ‖!≤Ｍ２，Ｍ２＞０同样为不依赖
于ｋ的常数．根据Ａｒｚｅｌａ－Ａｓｃｏｌｉ定理可知，｛ｖｋ｝是

Ｙ 中的相对紧集．故存在一个收敛子列，不妨仍记
为｛ｖｋ｝，使得ｖｋ→ｖ－．则在｛１，２，…，Ｔ－１｝上‖ｖ－‖!

＝１，ｖ－≥０．
另一方面，由ｆ０＝０及‖ｕ‖!→０，ｋ→!可得

ｌｉｍ
ｋ→!

ｆ（ｕｋ（ｔ））
ｕｋ（ｔ） ＝０

，ｔ∈｛０，１，…，Ｔ｝．结合 （９）式有

ｌｉｍ
ｋ→!
‖ｇｋ‖!＝０，即

｜ｈ（ｔ）ｇｋ（ｔ）ｖｋ（ｔ）｜≤‖ｇｋ‖!‖ｈ‖!→０，ｋ→!．
代入问题 （６）有

　　
Δ２　ｖ－（ｔ－１）＝０，ｔ∈｛１，２，…，Ｔ－１｝，

Δｖ－（０）＝０，ｖ－（１）＝λ
－
ｖ－（η

烅
烄

烆 ）
（１１）

当λ
－
∈［０，ａ］时，问题（１１）只有平凡解，即ｖ－（ｔ）＝

０．这与‖ｖ－‖!＝１矛盾！
若ｆ!＝!，则存在一个正数δ２ 使得‖ｕ‖!＜

δ２，（λ，ｕ）∈Γａ．反设存在序列｛（λｋ，ｕｋ）｝Γａ，当

‖ｕｋ‖!→!时，Φ（λｋ，ｕｋ）＝ｕｋ．则由条件（Ｈ１），
（Ｈ２）及引理２．２可得ｕｋ（ｔ）＞０，ｔ∈｛１，２，…，Ｔ｝．
进一步，由引理２．３可得

ｍｉｎ
ｔ∈｛η，η＋１，…，Ｔ｝

ｕ（ｔ）≥λ
（Ｔ－η）
Ｔ－λη

‖ｕ‖!．

又由于‖ｕｋ‖!→!，则ｌｉｍ
ｋ→!
ｇｋ（ｔ）＝!，ｔ∈｛１，２，…，

Ｔ｝．令ｖｋ（ｔ）＝
ｕｋ（ｔ）
‖ｕｋ‖!

．考虑方程

Δ２ｖｋ（ｔ－１）＋ｈ（ｔ）ｇｋ（ｔ）ｖｋ（ｔ）＝０，

　ｔ∈｛１，２，…，Ｔ｝．
由引理２．５可知，当ｋ充分大时，ｖｋ 在｛η，η＋１，…，

Ｔ｝上变号．这与ｕｋ（ｔ）＞０，ｔ∈｛１，２，…，Ｔ｝矛盾！
取δａ＝ｍｉｎ｛δ１，δ－１２ ｝，引理得证．
定理１．１的证明　对任意ａ∈（０，１），设δａ 由

引理３．２给出．令

Ｕａ＝｛ｕ∈Ｋ：δａ＜‖ｕ‖!＜δａ－１，

　（λ，ｕ）∈Γａ｝．
则由引理３．１和不动点指数定理的切除性可知

ｉｎｄ（Φ（０，·），Ｕａ，Ｋ）＝

　ｉｎｄ（Φ（０，·），ＫＢ＼Ｋ
－
ｂ，Ｋ）＝－１．

根据引理３．２可得ｕ＝Φ（λ，ｕ）在［０，ａ］×（Ｋ＼Ｕａ）
上无解．则由引理２．１可知存在一条连接 Θ０ 和

Θａ 的连通分支ξ
ａΓａ．令Ξ：＝｛ξ：ξ是∑中的一

条连通分支且ξ∩Θ０≠０｝，则Ξ≠０．
接下来的证明分三步．第一步，我们将证明存

在ξ∈Ξ满足
｛λ：（λ，ｕ）∈ξ｝＝［０，１） （１２）

反设存在ａ＾∈（０，１）使得

ｓｕｐ
γ∈Ξ

ｓｕｐ｛λ：（λ，ｕ）∈γ｛ ｝｝＝ａ＾ （１３）

取ε＝１２
（１－ａ＾），则ａ＾＋ε∈（０，１）．设δａ^＋ε由引理

３．２给出．令

Ｕａ^＋ε＝｛ｕ∈Ｋ：δａ^＋ε＜‖ｕ‖!＜δ－１ａ^＋ε｝．
则由引理３．１和不动点指数定理的切除性可知

ｉｎｄ（Φ（０，·），Ｕａ^＋ε，Ｋ）＝－１．
根据引理３．２，ｕ＝Φ（λ，ｕ）在［０，ａ＾＋ε］×（Ｋ＼Ｕａ^＋ε）
上无解．则由引理２．１可知存在一条连接 Θ０ 和

Θａ^＋ε的连通分支ξ
ａ^＋εΓａ^＋ε．这与 （１３）式矛盾！

４２６
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第二步，若ξ是满足（１２）式的一条连通分支，
则ξ与（１，!）不相交．反设存在｛（λｋ，ｕｋ）｝ξ，使
得当λｋ→１，‖ｕｋ‖!→!．则由条件（Ｈ１），（Ｈ２）及
引理２．２可得ｕｋ（ｔ）＞０，ｔ∈｛１，２，…，Ｔ｝．再由引理

２．３可得

ｍｉｎ
ｔ∈｛η，η＋１，…，Ｔ｝

ｕ（ｔ）≥λ
（Ｔ－η）
Ｔ－λη

‖ｕ‖!．

结合‖ｕｋ‖!→!可知

ｌｉｍ
ｋ→!
ｇｋ（ｔ）＝!，ｔ∈｛η，η＋１，…，Ｔ｝，

其中ｇｋ 如式（７）所示．令ｖｋ＝
ｕｋ

‖ｕｋ‖!
．考虑方程

Δ２ｖｋ（ｔ－１）＋ｈ（ｔ）ｇｋ（ｔ）ｖｋ（ｔ）＝０，ｔ∈｛０，１，

　…，Ｔ｝．
则由引理２．５可得，当ｋ充分大时｛ｖｋ｝在｛η，η＋１，
…，Ｔ｝上变号．这与ｕｋ（ｔ）＞０，ｔ∈｛１，２，…，Ｔ｝矛
盾！

第三步，同样地，若ξ是满足（１２）式的一条连
通分支，则ξ∩（｛１｝×Ｙ）＝｛（１，０）｝．反设ξ∩（｛１｝

×Ｙ）＝｛（１，ｕ－）｝，ｕ－∈Ｙ＼｛０｝．则存在｛（λｎ，ｕｎ）｝ξ
使得λｎ→１，ｕｎ→ｕ－，且

Δ２　ｕ－（ｔ－１）＋ｈ（ｔ）ｆ（ｕ－）＝０，

　ｔ∈｛１，２，…，Ｔ－１｝，

Δｕ－（０）＝０，ｕ－（Ｔ）＝ｕ－（η）
烅
烄

烆 ．
根据条件（Ｈ１），（Ｈ２）及引理２．２，不难看出ｕ－＞０，

ｔ∈｛１，２，…，Ｔ｝，并且ｕ－在｛１，２，…，Ｔ｝上凸．这与ｕ－

（Ｔ）＝ｕ－（η）矛盾！证毕．

４　次线性情形

引理４．１［５］　假设ｆ０＝!，ｆ!＝０．则存在正常

数ｂ，Ｂ且ｂ＜Ｂ，使得ｂ＜‖ｕ‖!＜Ｂ，ｕ∈Θ０，且

ｉｎｄ（Φ（０，·），ＫＢ＼Ｋ
－
ｂ，Ｋ）＝－１，

其中Φ为（５）式所定义，Ｋｒ＝｛ｕ∈Ｋ：‖ｕ‖!＜ｒ｝．
引理４．２　假设ｆ０＝!，ｆ!＝０，ｂ，Ｂ是引理４．

１中给出的常数．则对任意的ａ∈（０，１），存在一个
正数δａ 且（δａ，δａ－１）［ｂ，Ｂ］，使得

δａ＜‖ｕ‖!＜δａ－１，（λ，ｕ）∈Γａ．
证明　若ｆ０＝!，则存在一个正数δ３ 使得

‖ｕ‖!＞δ３，（λ，ｕ）∈Γａ．反设存在序列｛（λｋ，

ｕｋ）｝Γａ，当‖ｕｋ‖!→０时，有Φ（λｋ，ｕｋ）＝ｕｋ．由
条件（Ｈ１），（Ｈ１）及引理２．２可得ｕｋ（ｔ）＞０，ｔ∈

｛１，２，…，Ｔ｝．令ｖｋ（ｔ）＝
ｖｋ（ｔ）
‖ｕｋ‖!

．考虑方程

Δ２ｖｋ（ｔ－１）＋ｈ（ｔ）ｌｋ（ｔ）ｖｋ（ｔ）＝０，ｔ∈｛０，１，

　…，Ｔ｝，

其中ｌｋ（ｔ）＝ｆ
（ｕｋ（ｔ））
ｕｋ（ｔ）

，ｔ∈｛η，η＋１，…，Ｔ｝．由于

ｌｉｍ
ｋ→!
ｌｋ（ｔ）＝!，ｔ∈｛η，η＋１，…，Ｔ｝，则由引理２．５可

知，当ｋ充分大时ｖｋ 在｛η，η＋１，…，Ｔ｝上变号．这
与ｕｋ（ｔ）＞０，ｔ∈｛１，２，…，Ｔ｝矛盾！
若ｆ!＝!，则存在一个正数δ４ 使得‖ｕ‖!＜

δ４，（λ，ｕ）∈Γａ．定义非减函数ｆ
～：［０，!）→［０，!

），ｆ
～
＝ｍａｘ
０≤ｓ≤ｒ
ｆ（ｓ）．由于ｆ!＝０，故

ｌｉｍ
ｒ→!

ｆ
～（ｒ）
ｒ ＝０ （１４）

反设存在序列｛（λｋ，ｕｋ）｝Γａ，当‖ｕｋ‖!→!时，Φ

（λｋ，ｕｋ）＝ｕｋ．假设λｋ→λ
－，λ

－
∈［０，ａ］．则由条件

（Ｈ１），（Ｈ２）及引理２．２可得ｕｋ（ｔ）＞０，ｔ∈｛１，２，

…，Ｔ｝．令ωｋ（ｔ）＝
ｕｋ（ｔ）
‖ｕｋ‖!
则

Δ２ωｋ（ｔ－１）＋ｈ（ｔ）ｆ
（ｕｋ（ｔ））
‖ｕｋ‖!

＝０，

　ｔ∈｛１，２，…，Ｔ－１｝，

Δωｋ（０）＝０，ωｋ（Ｔ）＝λｋωｋ（η

烅

烄

烆 ）

（１５）

因为

ｆ（ｕｋ（ｔ））
‖ｕｋ‖!

≤ｆ
～（ｕｋ（ｔ））
‖ｕｋ‖!

≤ｆ
～（‖ｕｋ‖!）
‖ｕｋ‖!

，

由（１４）式可得ｌｉｍ
ｋ→!

ｆ（ｕｋ（ｔ））
‖ｕｋ‖!

＝０，ｔ∈｛０，１，…，Ｔ｝．

又由条件（Ｈ１），存在一个不依赖于ｋ的常数Ｍ３＞
０使得‖Δ２ωｋ‖!≤Ｍ３．结合‖ωｋ‖!＝１及引理２．
４可得‖Δωｋ‖!≤Ｍ４，其中 Ｍ４＞０为不依赖于ｋ
的常数．再由边界条件Δωｋ（０）＝０有‖ωｋ‖!≤
Ｍ５，Ｍ５＞０同样为不依赖于ｋ的常数．根据Ａｒｚｅ－
ｌａ－Ａｓｃｏｌｉ定理，｛ωｋ｝是Ｙ 中的相对紧集．故存在一
个收敛子列，不妨仍记为｛ωｋ｝，使得ωｋ→ω－．则在
｛１，２，…，Ｔ－１｝上‖ω－‖! ＝１，ω－≥０．代入问题
（１５）有

Δ２ω－（ｔ－１）＝０，ｔ∈｛１，２，…，Ｔ－１｝，

Δω－（０）＝０，ω－（１）＝λ
－
ω－（η

烅
烄

烆 ）
（１６）

当λ
－
∈［０，ａ］时，问题（１６）只有平凡解，即ω－（ｔ）＝０．
这与‖ω－‖!＝１矛盾！取δａ＝ｍｉｎ｛δ３，δ－１４ ｝，引理
得证．
定理１．２的证明　证明方法与定理１．１的证

明相似，只不过定理１．１中ｉｎｄ（Φ（０，·），Ｕａ，Ｋ）

＝－１而在本定理的证明中ｉｎｄ（Φ（０，·），Ｕａ，Ｋ）

＝１．则根据引理４．１及引理４．２可得，存在ξ∈Ξ，

ξ满足
｛λ：（λ，ｕ）∈ξ｝＝［０，１），ξ∩（｛１｝×（Ｋ＼

５２６
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　｛０｝））＝０．
为了完成该定理的证明，我们只需证明ξ与（１，０）
不相交．反设存在｛（λｋ，ｕｋ）｝ξ，使得λｋ→１，

‖ｕｋ‖!→!．则由条件（Ｈ１），（Ｈ２）及引理２．２可
得．ｕｋ（ｔ）＞０，ｔ∈｛１，２，…，Ｔ｝，且ｌｉｍ

ｋ→!
ｇｋ（ｔ）＝!，ｔ∈

｛η，η＋１，…，Ｔ｝，其中ｇｋ（ｔ）为（７）式所定义．令ｖｋ

＝ ｕｋ
‖ｕｋ‖!

．则

Δ２ｖｋ（ｔ－１）＋ｈ（ｔ）ｇｋ（ｔ）ｖｋ（ｔ）＝０，ｔ∈｛０，１，

　…，Ｔ｝．
则由引理２．５可得，当ｋ充分大时｛ｖｋ｝在｛η，η＋１，
…，Ｔ｝上变号．这与ｕｋ（ｔ）＞０，ｔ∈｛１，２，…，Ｔ｝矛
盾！证毕．
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