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二阶两点边值问题正解的存在性
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摘　要：　讨论了二阶非线性边值问题
－u″（t）＋bu′（t）＋ au（t） ＝ f（t�u（t））�t ∈ ［0�1］
u（0） ＝ u（1） ＝0

正解的存在性�其中 f∶［0�1］×R＋ →R＋为连续函数．利用锥上的不动点理论�获得了正解存在的最
优结果．
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Positive Solutions of Second Order Boundary Value Problem

ZHANG Ting
（College o f Mathematics and In f ormation Science�Northwest Normal Univ ersity�L anz hou730070�China ）

Abstract：　This paper studies the existence of positive solutions for the second order boundary value prob-
lem

－u″（t）＋bu′（t）＋ au（t） ＝ f（t�u（t））�t ∈ ［0�1］
u（0） ＝ u（1） ＝0．

where f∶［0�1］×R＋→R＋ is continuous．The existence of positive solutions is obtained by applying the
fixed-point theorem of cone map．
Key words：　second-order boundary value problem；positive solution；cone；fixed-point

　　考虑二阶非线性边值问题

－u″（t）＋bu′（t）＋ au（t） ＝ f（t�u（t））�t ∈ ［0�1］
u（0） ＝ u（1） ＝0 　　 （1）

正解的存在性�其中 f∶［0�1］×R＋ →R＋ 为连续函数�a�b∈ R．
二阶边值问题描述了大量力学和电学模型�因此其研究具有重要意义．许多学者都对该问题做过研究�

其中文献［1］ 对 a＝0�b＝0的情形应用锥映射的拓扑度方法�文献［2］对 b＝0的情形应用锥压缩与锥拉伸
不动点定理�研究了问题（1）的正解的存在性．我们对文献［1�2］的工作进行推广�在 a≠0�b≠0时�借助于
Green函数的研究及锥上的不动点理论�讨论了问题（1）正解的存在性．

1　预备工作及引理
以下记 C（I）为［0�1］ 上连续函数以范数‖u‖＝ max

t∈［0�1］|u（t）|构成的Banach空间�L2（I）为［0�1］ 上
的平方可积函数以范数‖u‖2＝（∫1

0|u（t）|2ds）12 构成的 Hilbert空间�C＋ （I）＝｛u∈ C（I）|u（t）≥0｝为
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C（I）中的非负函数锥�并记 I ＝ ［0�1］ 为单位区间．
引理1　设 M＞－π2�则线性二阶边值问题

－u″（t）＋ Mu（t） ＝ h（t）�t ∈ I
u（0） ＝ u（1） ＝0． 　　 （2）

有唯一解

u（t） ＝∫1
0G（t�s）h（s）ds．

其中 G（t�s）为相应齐次线性边值问题的 Green函数�且具有如下性质
（ⅰ） G（t�s） ＞0．∀t�s∈ I．
（ⅱ） G（t�s） ≤ c G（s�s）�∀t�s∈ I�其中 c＞0且为常数．
（ⅲ） G（t�s） ≥δG（t�t）G（s�s）�∀t�s∈ I�其中δ＞0且为常数［3］．
引理2　设 a�b∈ R�则线性特征值问题

－u″（t）＋bu′（t）＋ au（t） ＝λu�t ∈ I
u（0） ＝ u（1） ＝0． 　　 （3）

的特征值为 λk ＝ a＋ b24＋k2π2�k ＝1�2�…�

相应的特征函数为 ψk（t） ＝ e
b2tsin kπt�k ＝1�2�…．

证明　当Δ＝ b2＋4（a－λ） ＞0时�记 w ＝ Δ2�那么方程

－u″＋bu′＋ au ＝λu　　 （4）
的通解为

u（t） ＝ c1e
b2tsinh w t＋ c2e

b2tsinh w（1－t）�
代入边界条件得 c1 ＝0�c2 ＝0�故问题（3）只有零解．

当Δ＝0时�方程（4）的通解为
u（t） ＝ c1e

b2tt ＋ c2e
b2t（1－t）�

代入边界条件得 c1 ＝0�c2 ＝0�此时问题（3）也只有零解．

当Δ＝ b2＋4（a－λ） ＜0时�记 w ＝ －Δ2 �方程（4）的通解为
u（t） ＝ c1e

b2tsin w t＋ c2e
b2tsin w（1－t）�

代入边界条件得

u（0） ＝ c2sin w ＝0�u（1） ＝ c1e
b2 sin w．

则问题（3）有非零解的充要条件为 sin w ＝0�即 w ＝ kπ�由此 －Δ2 ＝ kπ�从而

λk ＝ a＋ b24＋k2π2�k ＝1�2�…�

相应的特征函数为

ψk（t） ＝ e
b2tsin kπt�k ＝1�2�…．

证毕．

引理3　设 a＞－π2－ b24�当 h∈ C＋ （I）时�线性方程

－u″（t）＋bu′（t）＋ au（t） ＝ h（t）�t ∈ I
u（0） ＝ u（1） ＝0． 　　 （5）

有唯一正解 u（t）�且有强正性估计

u（t） ≥ mδ
McG（t�t）‖u‖�t ∈ I．　　 （6）
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证明 　 因为 a ＞－π2 － b24�由引理2知�问题 （5） 的解存在且唯一．将问题 （5） 化为标准的
Sturm-Liouville边值问题

－（e－bt u′）′＋e－bt au ＝ e－bth（t）�t ∈ I
u（0） ＝ u（1） ＝0． 　　 （7）

当Δ＝ b2＋4a＞0时�记 w ＝ Δ2�则问题（7）相应的齐次边值问题的 Green函数为

H1（t�s） ＝
e

b2（t＋s） ·sinh wt·sinh w（1－s）
w sinh w �0≤ t ≤ s≤1

e
b2（s＋t） ·sinh ws·sinh w（1－t）

w sinh w �0≤ s≤ t ≤1�
　　 （8）

当Δ＝0时�问题（7）相应的齐次边值问题的 Green函数为
H1（t�s） ＝

e
b2（t＋s） ·t（1－s）�0≤ t ≤ s≤1

e
b2（s＋t） ·s（1－t）�0≤ s≤ t ≤1�

　　 （9）

当Δ＝ b2＋4a＜0时�记 w ＝ －Δ2 �则问题（7）相应的齐次边值问题的 Green函数为

H1（t�s） ＝
e

b2（t＋s） ·sin wt·sin w（1－s）
w sin w �0≤ t ≤ s≤1

e
b2（s＋t） ·sin ws·sin w（1－t）

w sin w �0≤ s≤ t ≤1�
　　 （10）

由此 H1（t�s） ＝ e
b2（t＋s） ·G（t�s）�其中 G（t�s）为齐次线性边值问题

－v″＋ a＋ b24 v ＝0�v（0） ＝ v（1） ＝0
的 Green函数．

则问题（5）的解为
v（t） ＝∫1

0e
b2（t＋s） ·G（t�s）·e－bsh（s）ds．

记

Φ（t�s） ＝ e
b2（t－s）�m＝ min

（t�s）∈IΦ（t�s）�M＝ max
（t�s）∈IΦ（t�s）

则0＜ m＜ M＜＋∞�因 a＞－π2－ b24�由引理1（ⅱ）有

u（t） ＝∫1
0Φ（t�s）G（t�s）h（s）ds≤ Mc∫1

0G（s�s）h（s）ds�
故

‖u‖ ≤ Mc∫1
0G（s�s）h（s）ds．

另一方面�由引理（1）（ⅲ）有

u（t） ＝∫1
0Φ（t�s）G（t�s）h（s）ds≥ mδG（t�t）∫1

0G（s�s）h（s）ds≥ mδ
McG（t�t）‖u‖�

即式（6）成立．证毕．
引理4　若算子 L∶D（L）→L2（I）是正常算子�即 LL∗ ＝ L∗ L�其中 L∗ 为 L的共轭算子�λ1为 L的最

小正实特征值�且λ1是单重的�ψ1（t）为相应的正特征函数�则λ1亦为 L∗ 的特征值�ψ1（t）亦为相应的特征
函数［4］．

利用锥上的不动点理论考察问题（1）正解的存在性�在讨论中需要用到2个关于锥映射度数的引理．
引理5　设 E为Banach空间�K ⊂ E为闭凸锥�Ω⊂ E为有界开集�θ∈Ω�A∶K∩Ω－→K为全连续映

射．若对任意 u∈∂Ω∩ K及0＜μ≤1�μAu ≠ u�则 i（A�K ∩Ω�K） ＝1［5］．
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引理6　设 E为Banach空间�K ⊂ E为闭凸锥�Ω⊂ E为有界开集�θ∈Ω�A∶K∩Ω－→K为全连续映
射．若存在 e∈ K�e≠θ使得对任意 u ∈∂Ω∩ K及τ≥0�u－ Au ≠τe�则 i（A�K ∩Ω�K） ＝0［5］．

2　主要结果及证明
为了方便�引入下列记号

f
－0＝ lim

u→0＋
inf min

t∈I
f （t�u）

u �　-f0 ＝ lim
u→0＋

sup max
t∈I

f （t�u）
u �

f
－∞ ＝ lim

u→＋∞ inf min
t∈I

f （t�u）
u �　-f∞ ＝ lim

u→＋∞ sup max
t∈I

f （t�u）
u ．

定理1　设 a＞－π2－ b24�若 f∶I×R＋ →R＋ 连续�满足下列条件之一

（ⅰ）-f0 ＜π2＋a＋ b24�f
－∞ ＞π2＋a＋ b24�

（ⅱ） f
－0＞π2＋a＋ b24�-f∞ ＜π2＋a＋ b24�

则边值问题（1）至少有一个正解．
证明　取非负函数锥 C＋ （I）的子锥

K ＝｛u∈ C＋ （I）|u（t） ≥ mδ
McG（t�t）‖u‖�∀t ∈ I｝�

易见 K 是一个闭凸锥．令

Au（t） ＝∫1
0Φ（t�s）G（t�s） f （s�u（s））ds�

则由引理3�A∶K→K 全连续�设0＜ r ＜ R ＜＋∞�令
K r ＝｛u∈ K|‖u‖ ≤ r｝�KR ＝｛u∈ K|‖u‖ ≥ R｝

则θ∈ K r�K r ⊂ KR．记 L∶D（L）→L2（I）
Lu ＝－ u″＋bu′＋ au�D（L） ＝｛u∈ C（I）|u（0） ＝ u（1） ＝0｝．

而π2＋a＋ b24为问题（1）所对应的线性边值问题的最小正实特征值�记λ1 ＝π2＋ a＋ b24�相应的特征函数

ψ1（t） ＝ e
b2tsinπt．以下仅证条件（ⅰ）成立的情形�条件（ⅱ）成立的情形可同理证得．

由条件-f0 ＜λ1及-f0的定义可知�存在ε＞0�η＞0�使得
f （t�x） ≤ （λ1－ε）x�∀t ∈ I�x ∈ ［0�η］．　　 （11）

取 r ∈ ［0�η］�下证引理5的条件成立�即
μAu ≠ u�∀u∈∂K r ∩ K�0＜μ≤1．　　 （12）

反设∃u0 ∈∂K r ∩ K�及0＜μ0 ≤1�使 u0 ＝μ0Au0．由 A 的定义有
Lu0 ＝μ0 f （t�u0（t））�t ∈ I
u0（0） ＝ u0（1） ＝0．

　　 （13）
方程（13）的两边同时与ψ1（t） ＝ e

b2tsinπt作内积�由式（11）可得
〈Lu0�ψ1〉＝μ0∫1

0 f （t�u0（t））ψ1（t）d t ≤ （λ1－ε）∫1
0u0（t）ψ1（t）d t�　　 （14）

另外由共轭算子的定义易得 L∗ v ＝－v″－bv′＋av�由此有 LL∗ ＝ L∗ L�而λ1为 L的最小正实特征值�
且λ1是单重的�由引理4知

〈Lu0�ψ1〉＝〈u0�L∗ψ1〉＝〈u0�λ1ψ1〉＝λ1∫1
0u0（t）ψ1（t）d t�　　 （15）

又因为∫1
0u0（t）ψ1（t）d t ≥ mδ

Mc∫1
0G（t�t）ψ1（t）d t·‖u0‖ ＞0�由式（14）及式（15）得λ1 ≤λ1－ε�矛盾！故由引

理5有
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i（A�K ∩ K r�K） ＝1．　　 （16）
另一方面�因为 f

－∞ ＞λ1�由 f
－∞的定义可知�∃ε＞0�R0 ＞0�使得
f （t�x） ≥ （λ1＋ε）x�∀t ∈ I�x ≥ R0．　　 （17）

取 R＞max｛η�R0｝�下证引理6的条件成立．即取 e＝ψ1（t）�则 e为 h（t） ＝λ1ψ1（t）对应的线性边值问题（5）
的解�所以 e∈ K�e≠θ�则有

u－ Au ≠τe�∀u∈∂K R ∩ K�τ≥0．　　 （18）
反设∃u0 ∈∂K R ∩ K�及τ0 ≥0�使得 u0－Au0 ＝τ0e�由 A 的定义有

Lu0 ＝ f（t�u0（t））＋λ1τ0e�t ∈ I
u0（0） ＝ u0（1） ＝0．

　　 （19）
令 c0 ＝ max｛|f（t�x）－（λ1＋ε）x||t ∈ I�0≤ x ≤ R0｝＋1＞0�结合式（17）�容易得到

f （t�x） ≥ （λ1＋ε）x－c0�∀t ∈ I�x ≥0．　　 （20）
方程（19）的两边同时与ψ1（t）作内积�由式（20）可得

　　　　　〈Lu0�ψ1〉＝∫1
0（ f （t�u0（t））＋λ1τ0e）ψ1（t）d t ≥∫1

0 f （t�u0（t））ψ1（t）d t ≥
（λ1＋ε）∫1

0u0（t）ψ1（t）d t－ c0∫1
0ψ1（t）d t�

结合式（15）有∫1
0u0（t）ψ1（t）d t ≤ c0

ε∫1
0ψ1（t）d t．又因为∫1

0u0（t）ψ1（t）d t ≥ mδ
Mc∫1

0G（t�t）ψ1（t）d t·‖u0‖�

所以 ‖u0‖ ≤ Mcc0∫1
0ψ1（t）d t

mεδ∫1
0G（t�t）ψ1（t）d t

≜-R�

故 R ≤-R�于是取 R＞ max｛η�R0�-R｝�由引理6可知 i（A�K ∩ KR�K） ＝0．
上式结合式（16）与不动点指数的区域可加性�可知

i（A�K ∩ （KR＼K r）�K） ＝ i（A�K ∩ KR�K）－ i（A�K ∩ K r�K） ＝0－1＝－1≠0�
由可解性�A 在 K ∩ （KR＼K r）内存在不动点�该不动点即为问题（1）的正解．证毕．

注　π2＋a＋b24是线性边值问题（5）的特征值�如果定理1中的条件（ⅰ）或条件（ⅱ）不成立�那么问题

（1）解的存在性就不能保证．因此�条件（ⅰ）和条件（ⅱ）中的π2＋a＋ b24是最优结果�不能被改进．
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