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一类带非线性边界条件的一阶
奇异微分方程正解的存在性

祝　　岩
（西北师范大学 数学与统计学院，兰州７３００７０）

摘要：用Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ不动点定理，证明一类带非线性边界条件的一阶微分方程

ｕ′（ｔ）＋ａ（ｔ）ｕ（ｔ）＝λｈ（ｔ）ｆ（ｕ（ｔ）），　ｔ∈ （０，１），

ｕ（０）＝ｃ（ｕ（１））ｕ（１｛ ）

正解的存在性结果．其中：λ＞０是一个参数；ａ∈Ｃ（［０，１］，［０，∞））且∫
１

０
ａ（ｔ）ｄｔ＞０；

ｈ∈Ｃ（［０，１］，（０，∞））；ｃ∈Ｃ（［０，∞），［１，∞））且ｃ＜ｅｘｐ∫
１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ ；ｆ∈Ｃ（（０，∞），瓗），ｆ在

∞处超线性且ｆ在０点允许有奇异性．
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中图分类号：Ｏ１７５．８　　文献标志码：Ａ　　文章编号：１６７１－５４８９（２０１９）０５－１０３５－０６

Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ　ｏｆ　Ｐｏｓｉｔｉｖｅ　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ａ　Ｃｌａｓｓ　ｏｆ　Ｆｉｒｓｔ－Ｏｒｄｅｒ　Ｓｉｎｇｕｌａｒ
Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ　ｗｉｔｈ　Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　Ｂｏｕｎｄａｒｙ　Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ

ＺＨＵ　Ｙａｎ
（Ｃｏｌｌｅｇｅ　ｏｆ　Ｍａｔｈｅｍａｔｉｃｓ　ａｎｄ　Ｓｔａｔｉｓｔｉｃｓ，Ｎｏｒｔｈｗｅｓｔ　Ｎｏｒｍａｌ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ，Ｌａｎｚｈｏｕ７３００７０，Ｃｈｉｎａ）

Ａｂｓｔｒａｃｔ：Ｂｙ　ｕｓｉｎｇ　ｔｈｅ　Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ　ｆｉｘｅｄ　ｐｏｉｎｔ　ｔｈｅｏｒｅｍ，ｔｈｅ　ａｕｔｈｏｒ　ｐｒｏｖｅｓ　ｔｈｅ　ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ　ｏｆ　ｐｏｓｉｔｉｖｅ
ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｏｆ　ｔｈｅ　ｆｉｒｓｔ－ｏｒｄｅｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　ｅｑｕａｔｉｏｎ　ｗｉｔｈ　ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ：

ｕ′（ｔ）＋ａ（ｔ）ｕ（ｔ）＝λｈ（ｔ）ｆ（ｕ（ｔ）），　ｔ∈ （０，１），

ｕ（０）＝ｃ（ｕ（１））ｕ（１｛ ），
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０
ａ（ｔ）ｄｔ＞０，ｈ∈Ｃ（［０，１］，（０，∞）），

ｃ∈Ｃ（［０，∞），［１，∞））ａｎｄ　ｃ＜ｅｘｐ∫
１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ ，ｆ：（０，∞）→瓗ｉｓ　ｃｏｎｔｉｎｕｏｕｓ，ｓｕｐｅｒｌｉｎｅａｒ　ａｔ∞ａｎｄ　ｉｓ

ａｌｌｏｗｅｄ　ｔｏ　ｂｅ　ｓｉｎｇｕｌａｒ　ａｔ　０．
Ｋｅｙｗｏｒｄｓ：ｆｉｒｓｔ－ｏｒｄｅｒ　ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　ｅｑｕａｔｉｏｎ；ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　ｂｏｕｎｄａｒｙ　ｃｏｎｄｉｔｉｏｎ；ｐｏｓｉｔｉｖｅ　ｓｏｌｕｔｉｏｎ；

ｓｉｎｇｕｌａｒｉｔｙ；ｓｅｍｉｐｏｓｉｔｏｎｅ　ｐｒｏｂｌｅｍ；Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ　ｆｉｘｅｄ　ｐｏｉｎｔ　ｔｈｅｏｒｅｍ

收稿日期：２０１８－１２－２７．　网络首发日期：２０１９－０７－１５．

作者简介：祝　岩（１９９５—），男，汉族，硕士研究生，从事常微分方程边值问题的研究，Ｅ－ｍａｉｌ：１８６９３７６１７９９＠１６３．ｃｏｍ．

基金项目：国家自然科学基金（批准号：１１６７１３２２）．

网络首发地址：ｈｔｔｐ：／／ｋｎｓ．ｃｎｋｉ．ｎｅｔ／ｋｃｍｓ／ｄｅｔａｉｌ／２２．１３４０．ｏ．２０１９０７１０．１６１９．００１．ｈｔｍｌ．

１　引言与预备知识
一阶常微分方程边值问题在物理学、生物学和计算机等领域应用广泛，例如：可用于描述动物红



细胞的再生现象、种群生态系统的特征以及电路信号的传播频率等．目前，关于非线性一阶微分方程
边值问题正解的存在性研究已有许多结果［１－１３］．特别地，Ｚｈａｎｇ等［９］用上下解方法和单调迭代方法得
到了一阶周期边值问题：

ｕ′（ｔ）＋ａ（ｔ）ｕ（ｔ）＝λｈ（ｔ）ｆ（ｔ（ｔ－τ（ｔ））），　ｔ∈ 瓗，

ｕ（ｔ）＝ｕ（ｔ＋ω｛ ），

基于下列条件正解的存在性结果：

１）ａ∈Ｃ（瓗，［０，＋∞）），ｈ∈Ｃ（瓗，（０，＋∞）），τ∈Ｃ（瓗，瓗）均为ω周期的函数，且∫
ω

０
ａ（ｔ）ｄｔ＞０；

２）ｆ∈Ｃ（［０，＋∞），［０，＋∞））非减且ｆ（０）＞０．
朱雯雯［１０］用上下解方法和拓扑度理论给出了一阶周期边值问题：

ｕ′（ｔ）＋ａ（ｔ）ｕ（ｔ）＝λｆ（ｔ，ｕ（ｔ）），　ｔ∈ ［０，Ｔ］，

ｕ（０）＝ｕ（Ｔ｛ ），

基于下列条件正解的存在性结果：

１）ａ∈Ｃ（瓗，［０，＋∞）），∫
Ｔ

０
ａ（θ）ｄθ＞０；

２）ｆ∈Ｃ（［０，Ｔ］×［０，＋∞），（０，＋∞））；

３）ｆ∞＝ｌｉｍ　ｉｎｆ
ｕ→∞

ｆ（ｔ，ｕ）
ｕ ＝∞对任意的ｔ∈［０，Ｔ］一致成立．

　　在文献［９－１０］中，非线性项ｆ均是非负的，而当非线性项ｆ为半正情形时一阶周期边值问题正解
的存在性研究尚未见文献报道．文献［１１］用Ｌｅｒａｙ－Ｓｃｈａｕｄｅｒ度的性质和不动点理论，得到了一阶系统
周期边值问题：

ｘ′＋ｂ（ｔ）ｘ＝ｇ（ｔ，ｘ），　ｔ∈ ［０，１］，

ｘ（０）＝ｘ（１｛ ）
（１）

正解的存在性结果．当问题（１）为一阶周期边值问题并且ｇ（ｔ，ｘ）恒为０时，问题（１）即退化为人口模型

ｘ′（ｔ）＝－ｂ（ｔ）ｘ（ｔ）．受上述研究结果启发，本文研究非线性项半正情形下的一类带非线性边界条件的
含参一阶微分方程：

ｕ′（ｔ）＋ａ（ｔ）ｕ（ｔ）＝λｈ（ｔ）ｆ（ｕ（ｔ）），　ｔ∈ （０，１），

ｕ（０）＝ｃ（ｕ（１））ｕ（１｛ ）
（２）

正解的存在性．其中：λ＞０是一个参数；ｆ在０点允许有奇异性．
假设：

（Ｈ１）ａ∈Ｃ（［０，１］，［０，∞）），∫
１

０
ａ（ｔ）ｄｔ＞０，ｈ∈Ｃ（［０，１］，（０，∞））；

（Ｈ２）ｃ∈Ｃ（［０，∞），［１，∞））且ｃ＜ｅｘｐ∫
１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ ；

（Ｈ３）ｆ∈Ｃ（（０，∞），瓗）且ｌｉｍ
ｓ→＋∞

ｆ（ｓ）
ｓ ＝＋∞；

（Ｈ４）存在常数γ满足０＜γ＜１，使得ｌｉｍ　ｓｕｐ
ｓ→０＋

ｓγ ｆ（ｓ）＜＋∞．

记‖·‖ｐ 为Ｌｐ（０，１）中的范数．

引理１（Ｋｒａｓｎｏｓｅｌｓｋｉｉ不动点定理）［１］　令Ｘ 是一个Ｂａｎａｃｈ空间，Ｔ：Ｘ→Ｘ 是一个全连续算子．

假设存在ｈ∈Ｘ，ｈ≠０及两个不相等的正常数ｒ，Ｒ，使得下列条件成立：

１）如果ｙ∈Ｘ满足ｙ＝θＴｙ，θ∈［０，１］，则‖ｙ‖≠ｒ；

２）如果ｙ∈Ｘ满足ｙ＝Ｔｙ＋ξｈ，ξ≥０，则‖ｙ‖≠Ｒ．
则Ｔ在Ｘ 中有一个不动点ｙ，并且满足ｍｉｎ｛ｒ，Ｒ｝＜‖ｙ‖＜ｍａｘ｛ｒ，Ｒ｝．

设ｍ（ｔ）∈Ｃ（［０，１］，（０，＋∞）），则线性问题：
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ｕ′（ｔ）＋ａ（ｔ）ｕ（ｔ）＝ｍ（ｔ），　ｔ∈ （０，１），

ｕ（０）＝αｕ（１｛ ）

有唯一解ｕ（ｔ）＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｍ（ｓ）ｄｓ，其中１≤α＜ｅｘｐ∫

１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ 是一个常数，并且

Ｇ（ｔ，ｓ）＝
ｅｘｐ∫

１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θｅｘｐ∫

ｓ

ｔ
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ ｅｘｐ∫

１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ －（ ）α －１

，０≤ｓ≤ｔ≤１，

αｅｘｐ∫
ｓ

ｔ
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ ｅｘｐ∫

１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ －（ ）α －１

， ０≤ｔ＜ｓ≤１
烅

烄

烆
．

（３）

显然Ｇ（ｔ，ｓ）＞０．记０＜Ｎ＝ ｍｉｎ
０≤ｓ，ｔ≤１

Ｇ（ｔ，ｓ）≤Ｇ（ｔ，ｓ）≤ ｍａｘ
０≤ｔ，ｓ≤１

Ｇ（ｔ，ｓ）＝Ｍ，进一步有

ｕ（ｔ）≥Ｎ∫
１

０
ｍ（ｓ）ｄｓ＝ＮＭ Ｍ∫

１

０
ｍ（ｓ）ｄｓ≥ＮＭ ｍａｘ

ｔ∈［０，１］∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｍ（ｓ）ｄｓ≥ＮＭ‖ｕ‖∞．

　　注１　特别地，当α恒为１时，格林函数（３）将退化为

Ｇ（ｔ，ｓ）＝
ｅｘｐ∫

ｓ

ｔ
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ １－ｅｘｐ－∫

１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝（ ）θ

－１
，０≤ｓ≤ｔ≤１，

ｅｘｐ∫
ｓ

ｔ
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ ｅｘｐ∫

１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ －（ ）１ －１

， ０≤ｔ＜ｓ≤１
烅

烄

烆
．

（４）

式（４）即为文献［１２］中给出的边界条件为ｕ（０）＝ｕ（１）的一阶微分方程的格林函数．
引理２　令ｋ∈Ｌ１（０，１），ｋ≥０，ｕ∈Ｃ［０，１］∩Ｃ１（０，１］，并且在（０，１）上满足

ｕ′＋ａｕ≥－ｋ，

ｕ（０）≤αｕ（１｛ ），
（５）

其中１≤α＜ｅｘｐ∫
１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ 是一个常数．假设‖ｕ‖∞＞‖ｋ‖１，则有

ｕ（ｔ）≥ＮＭ‖ｕ‖∞ －Ｍ‖ｋ‖１． （６）

　　证明：令ｗ０ 是问题

ｗ′（ｔ）＋ａ（ｔ）ｗ（ｔ）＝－ｋ（ｔ），　ｔ∈ （０，１），

ｗ（０）＝αｕ（１｛ ）

的唯一解．则ｗ０（ｔ）＝－∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｋ（ｓ）ｄｓ，ｔ∈（０，１）．令ｙ＝ｕ－ｗ０，则有

ｙ′（ｔ）＋ａ（ｔ）ｙ（ｔ）≥０，　ｔ∈ （０，１），

ｙ（０）≤αｙ（１）｛ ．

因为ｙ（ｔ）≥ＮＭ‖ｙ‖∞，ｗ０（ｔ）≥－∫
１

０
Ｍｋ（ｓ）ｄｓ≥－Ｍ‖ｋ‖１，因此ｕ（ｔ）≥ＮＭ‖ｕ‖∞－Ｍ‖ｋ‖１．证毕．

２　主要结果

设Ｘ＝Ｃ［０，１］是一个Ｂａｎａｃｈ空间，其范数‖ｕ‖∞＝ｓｕｐ
ｔ∈［０，１］

ｕ（ｔ）．

定理１　设（Ｈ１）～（Ｈ４）成立，则存在一个常数λ０＞０，使得当λ＜λ０ 时问题（２）存在一个正解ｕλ．
证明：令λ＞０，对任意ｖ∈Ｘ，定义Ｔλｖ＝ｕ，其中ｕ是问题：

ｕ′（ｔ）＋ａ（ｔ）ｙ（ｔ）＝λｈ（ｔ）ｆ（槇ｖ（ｔ）），　ｔ∈ （０，１），

ｕ（０）＝αｖｕ（１
烅
烄
烆 ）

的解，式中：槇ｖ（ｔ）＝ｍａｘ｛ｖ（ｔ），１｝；αｖ＝ｃ（ｖ（１））．则ｕ（ｔ）＝λ∫
１

０
Ｇｖ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（槇ｖ（ｓ））ｄｓ，其中

Ｇｖ（ｔ，ｓ）＝
ｅｘｐ∫

１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θｅｘｐ∫

ｓ

ｔ
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ ｅｘｐ∫

１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ －α（ ）ｖ －１

，０≤ｓ≤ｔ≤１，

αｖｅｘｐ∫
ｓ

ｔ
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ ｅｘｐ∫

１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ －α（ ）ｖ －１

， ０≤ｔ＜ｓ≤１
烅

烄

烆
．

记Ｍｖ 是Ｇｖ（ｔ，ｓ）的最大值，则对于任意ｔ，ｓ∈［０，１］，Ｇｖ（ｔ，ｓ）≤Ｍｖ．由（Ｈ４），存在常数Ｐ＞０，使得
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ｆ（槇ｖ（ｓ））≤ Ｐ
槇ｖγ（ｓ）≤

Ｐ∈Ｌ１（０，１）． （７）

由Ｌｅｂｅｓｇｕｅ控制收敛定理可知ｕ∈Ｃ［０，１］，因此Ｔλ：Ｘ→Ｘ．下证Ｔλ 是一个全连续算子．
首先证明Ｔλ 连续．设ｖｎＣ［０，１］，使得在Ｘ中有ｖｎ→ｖ．令ｕｎ＝Ｔλｖｎ，ｕ＝Ｔλｖ．固定ｔ，ｓ∈（０，１），

对ｚ＞０定义Ｈ（ｚ）为

Ｈ（ｚ）＝
ｅｘｐ∫

１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θｅｘｐ∫

ｓ

ｔ
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ ｅｘｐ∫

１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ －（ ）ｚ －１

，０≤ｓ≤ｔ≤１，

ｚｅｘｐ∫
ｓ

ｔ
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ ｅｘｐ∫

１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ －（ ）ｚ －１

， ０≤ｔ＜ｓ≤１
烅

烄

烆
．

记ｅｘｐ∫
１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ ＝μ，则有Ｈ′（ｚ）＝μ

ｅｘｐ∫
ｓ

ｔ
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ

（μ－ｚ）
２ ，显然 Ｈ′（ｚ）≤ μ

２

（μ－ｚ）
２．根据中值定理可得

Ｇｖｎ（ｔ，ｓ）－Ｇｖ（ｔ，ｓ）≤ μ
２

（μ－ｚ）
２ αｖｎ －αｖ ．

因此对ｔ∈［０，１］，有

ｕｎ（ｔ）－ｕ（ｔ）＝λ∫
１

０
Ｇｖｎ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（槇ｖｎ（ｓ））ｄｓ－∫

１

０
Ｇｖ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（槇ｖ（ｓ））ｄｓ（ ＋

∫
１

０
Ｇｖ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（槇ｖｎ（ｓ））ｄｓ－∫

１

０
Ｇｖ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（槇ｖｎ（ｓ））ｄ）ｓ ＝

λ∫
１

０
Ｇｖｎ（ｔ，ｓ）－Ｇｖ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（槇ｖｎ（ｓ））ｄｓ＋∫

１

０
Ｇｖ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（槇ｖｎ（ｓ））－ｆ（槇ｖ（ｓ））ｄ（ ）ｓ ≤

λ μ
２

（μ－ｚ）
２ αｖｎ －αｖ∫

１

０
ｈ（ｓ）ｆ（槇ｖｎ（ｓ））ｄｓ＋∫

１

０
Ｍｖｈ（ｓ）ｆ（槇ｖｎ（ｓ））－ｆ（槇ｖ（ｓ））ｄ（ ）ｓ ．（８）

因为αｖｎ→αｖ，由式（７）和Ｌｅｂｅｓｇｕｅ控制收敛定理可知，当ｎ→∞时式（８）不等号右边趋于０．因而在Ｘ
中ｕｎ→ｕ，因此Ｔλ 连续．因为

（Ｔλｖ）′（ｔ）＝－∫
ｔ

０
ｅｘｐ∫

１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θｅｘｐ∫

ｓ

ｔ
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ ｅｘｐ∫

１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ －α（ ）ｖ －１

ａ（ｔ）ｈ（ｓ）ｆ（槇ｖ（ｓ））ｄｓ－

∫
１

ｔ
αｖｅｘｐ∫

ｓ

ｔ
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ ｅｘｐ∫

１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ －α（ ）ｖ －１

ａ（ｔ）ｈ（ｓ）ｆ（槇ｖ（ｓ））ｄｓ，

表明Ｔλ 将Ｃ［０，１］中的有界集映到Ｃ１［０，１］中的有界集，因此Ｔλ 是一个Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ 中的全连
续算子．
由（Ｈ３），存在ａ＞１，使得对于ｚ≥ａ有ｆ（ｚ）＞０．因为ｌｉｍ　ｓｕｐ

ｓ→０＋
ｓγ ｆ（ｓ）＜＋∞，则存在一个常数

ｂ＞０，使得 ｆ（ｚ）≤ｂ／ｚγ，ｚ∈（０，ａ）．因此对于ｚ＞０，有

ｆ（ｚ）≥－ｂｚγ
， （９）

ｆ（ｚ）≤ ｂｚγ＋ｆ^
（ｍａｘ｛ｚ，ａ｝）， （１０）

其中ｆ^（ｓ）＝ｓｕｐ
ａ≤ｚ≤ｓ

ｆ（ｚ），ｓ≥ａ，^ｆ是非减的．

假设λ＜ ａ
２Ｑ（ｂ＋^ｆ（ａ））

，其中Ｑ＝Ｍｕ∫
１

０
ｈ（ｓ）ｄｓ．下边对算子Ｔλ 验证引理１中的条件．

１）存在ｒλ＞０，使得如果ｕ∈Ｘ满足ｕ＝θＴλｕ，θ∈［０，１］，则‖ｕ‖∞≠ｒλ．

对于θ∈（０，１］，令ｕ∈Ｘ满足ｕ＝θＴλｕ，则
ｕ
θ＝Ｔλｕ

，并且

ｕ（ｔ）＝λθ∫
１

０
Ｇｕ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（槇ｕ（ｓ））ｄｓ，　　ｔ∈ ［０，１］．

注意到ａ＞１，由式（１０）可得

ｆ（槇ｕ（ｓ））≤ ｂ
槇ｕγ（ｓ）＋ｆ^

（ｍａｘ｛槇ｕ（ｓ），ａ｝）≤ｂ＋ｆ^（ｍａｘ｛ｕ（ｓ），ａ｝）．
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记ｍａｘ　Ｇｕ（ｔ，ｓ）＝Ｍｕ，进一步可得

ｕ（ｔ）≤λＭｕｂ∫
１

０
ｈ（ｓ）ｄｓ＋ｆ^（ｍａｘ｛‖ｕ‖∞，ａ｝）∫

１

０
ｈ（ｓ）ｄ（ ）ｓ ＝λＱ（ｂ＋ｆ^（ｍａｘ｛‖ｕ‖∞，ａ｝），

从而可得

‖ｕ‖∞

Ｑ（ｂ＋ｆ^（ｍａｘ｛‖ｕ‖∞，ａ｝）≤
λ． （１１）

因为 ａ
Ｑ（ｂ＋^ｆ（ａ））＞２λ

，由（Ｈ３）得ｌｉｍ
ｚ→＋∞

ｚ
Ｑ（ｂ＋^ｆ（ｚ））＝０

，则存在一个常数ｒλ＞ａ，使得

ｒλ
Ｑ（ｂ＋ｆ^（ｒλ））

＝２λ． （１２）

联立式（１１），（１２）可得‖ｕ‖∞≠ｒλ．注意到当λ→０时ｒλ→∞．
２）存在Ｒλ＞ｒλ，使得若ｕ＝Ｔλｕ＋ξ，ξ≥０，则‖ｕ‖∞≠Ｒλ．
令ｕ∈Ｘ满足ｕ＝Ｔλｕ＋ξ，ξ≥０，即ｕ－ξ＝Ｔλｕ，因此

ｕ（ｔ）－ξ＝λ∫
１

０
Ｇｕ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（槇ｕ（ｓ））ｄｓ． （１３）

令ｋ（ｔ）＝ｂｈ（ｔ），ｔ∈（０，１），则ｋ∈Ｌ１（０，１）．因为ｕ满足

ｕ′（ｔ）＋ａ（ｔ）ｕ（ｔ）＝λｈ（ｔ）ｆ（槇ｕ（ｔ）），　ｔ∈ （０，１），

ｕ（０）≤αｕｕ（１
烅
烄
烆 ），

由式（９）可得

ｈ（ｔ）ｆ（槇ｕ（ｔ））≥－ｂｈ
（ｔ）

槇ｕγ（ｔ）≥－
ｂｈ（ｔ）＝－ｋ（ｔ）． （１４）

由引理２可知，当‖ｕ‖∞＞‖ｋ‖１ 时，有

ｕ（ｔ）≥
Ｎｕ
Ｍｕ
‖ｕ‖∞ －Ｍｕ‖ｋ‖１，　　ｔ∈ ［０，１］， （１５）

其中：Ｎｕ＝ｍｉｎ　Ｇｕ（ｔ，ｓ）；Ｍｕ＝ｍａｘ　Ｇ（ｔ，ｓ）．假设‖ｕ‖∞＞ｍａｘ　２‖ｋ‖１，
２　Ｍｕ

２　Ｎｕ－Ｍ２｛ ｝
ｕ
，则由式（１５）得

ｕ（ｓ）≥
２　Ｎｕ－Ｍ２ｕ
２　Ｍｕ ‖ｕ‖∞，　　ｓ∈ ［０，１］． （１６）

因为

Ｇｕ（ｔ，ｓ）≥Ｎｕ， （１７）
联立式（１３），（１６），（１７）得

ｕ（ｔ）≥λ∫
１

０
Ｇｕ（ｔ，ｓ）ｈ（ｓ）ｆ（槇ｕ（ｓ））ｄｓ≥λＮｕ̌ｆ

２　Ｎｕ－Ｍ２ｕ
２　Ｍｕ ‖ｕ‖∞（ ）∫

１

０
ｈ（ｓ）ｄｓ，

其中ｆ̌（ｔ）＝ｉｎｆ
ｚ≥ｔ
ｆ（ｚ）．进一步可得

Ｎｕ̌ｆ
２　Ｎｕ－Ｍ２ｕ
２　Ｍｕ ‖ｕ‖∞（ ）∫

１

０
ｈ（ｓ）ｄｓ

‖ｕ‖∞
≤ １λ

． （１８）

因为当‖ｕ‖∞→∞时式（１８）左边趋于∞，因此存在Ｒλ１满足‖ｕ‖∞＜Ｒλ．故引理１中条件２）得到
验证．
根据引理１，Ｔλ 存在一个不动点ｕλ，使得Ｒλ＞‖ｕλ‖∞＞ｒλ．由于式（１５）成立，并且λ→０时

ｒλ→∞，因此当λ充分小时，ｕλ 是问题（２）的一个正解．即存在一个常数λ０＞０，使得当λ＜λ０ 时，
问题（２）存在一个正解ｕλ．证毕．
注２　当非线性边界条件ｕ（０）＝ｃ（ｕ（１））ｕ（１）中的ｃ（ｕ（１））恒为１时，该条件可退化为问题（１）中

一般的周期边界条件ｕ（０）＝ｕ（１）．因此，本文的非线性边界条件是对周期边界条件的推广．
注３　注意本文研究问题（２）正解的存在性时，边界条件中的非线性项ｃ∈Ｃ（［０，∞），［１，∞）），并

且ｃ＜ｅｘｐ∫
１

０
ａ（θ）ｄ｛ ｝θ ．
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当ｃ∈Ｃ（［０，∞），（０，１］）时，引理２可以改写成如下形式：
引理３　令ｋ∈Ｌ１（０，１），ｋ≥０，ｕ∈Ｃ［０，１］∩Ｃ１（０，１］，并且在（０，１）上满足

ｕ′＋ａｕ≥－ｋ，

ｕ（０）≥αｕ（１｛ ），
其中０＜α≤１是一个常数．假设‖ｕ‖∞＞‖ｋ‖１，则有

ｕ（ｔ）≥ＮＭ‖ｕ‖∞ －Ｍ‖ｋ‖１．

用上述证明方法，同理可得问题（２）当ｃ∈Ｃ（［０，∞），（０，１］）时正解的存在性结果．

参 考 文 献

［１］　ＡＭＡＮＮ　Ｈ．Ｆｉｘｅｄ　Ｐｏｉｎｔ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ　ａｎｄ　Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　Ｅｉｇｅｎｖａｌｕｅ　Ｐｒｏｂｌｅｍｓ　ｉｎ　Ｏｒｄｅｒｅｄ　Ｂａｎａｃｈ　Ｓｐａｃｅｓ［Ｊ］．ＳＩＡＭ

Ｒｅｖ，１９７６，１８（４）：６２０－７０９．
［２］　ＧＲＡＥＦ　Ｊ　Ｒ，ＫＯＮＧ　Ｌｉｎｇｊｕ．Ｐｅｒｉｏｄｉｃ　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｆｏｒ　Ｆｕｎｃｔｉｏｎａｌ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ　ｗｉｔｈ　Ｓｉｇｎ－Ｃｈａｎｇｉｎｇ

Ｎｏｎｌｉｎｅａｒｉｔｉｅｓ［Ｊ］．Ｐｒｏｃ　Ｒｏｙ　Ｓｏｃ　Ｅｄｉｎｂｕｒｇｈ　Ｓｅｃｔ　Ａ，２０１０，１４０（３）：５９７－６１６．
［３］　ＭＡ　Ｒｕｙｕｎ，ＣＨＥＮ　Ｒｕｉｐｅｎｇ，ＣＨＥＮ　Ｔｉａｎｌａｎ．Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ　ｏｆ　Ｐｏｓｉｔｉｖｅ　Ｐｅｒｉｏｄｉｃ　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｏｆ　Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　Ｆｉｒｓｔ－Ｏｒｄｅｒ

Ｄｅｌａｙｅｄ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｊ　Ｍａｔｈ　Ａｎａｌ　Ａｐｐｌ，２０１１，３８４（２）：５２７－５３５．
［４］　ＭＡ　Ｒｕｙｕｎ，ＧＡＯ　Ｃｈｅｎｇｈｕａ，ＸＵ　Ｊｉａ．Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ　ｏｆ　Ｐｏｓｉｔｉｖｅ　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｆｏｒ　Ｆｉｒｓｔ　Ｏｒｄｅｒ　Ｄｉｓｃｒｅｔｅ　Ｐｅｒｉｏｄｉｃ　Ｂｏｕｎｄａｒｙ

Ｖａｌｕｅ　Ｐｒｏｂｌｅｍｓ　ｗｉｔｈ　Ｄｅｌａｙ［Ｊ］．Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　Ａｎａｌ，２０１１，７４（１２）：４１８６－４１９１．
［５］　ＣＨＥＮ　Ｒｕｉｐｅｎｇ，ＬＩ　Ｘｉａｏｙａ．Ｐｏｓｉｔｉｖｅ　Ｐｅｒｉｏｄｉｃ　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｆｏｒ　Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　Ｆｉｒｓｔ－Ｏｒｄｅｒ　Ｄｅｌａｙｅｄ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ　ａｔ

Ｒｅｓｏｎａｎｃｅ［Ｊ／ＯＬ］．Ｂｏｕｎｄ　Ｖａｌｕｅ　Ｐｒｏｂｌ，２０１８－１２－１１．ｈｔｔｐｓ：／／ｄｏｉ．ｏｒｇ／１０．１１８６／ｓ１３６６１－０１８－１１０４－ｘ．
［６］　ＤＥＲＨＡＢ　Ｍ，ＫＨＥＤＩＭ　Ｔ，ＭＥＳＳＩＲＤＩ　Ｂ．Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ　Ｒｅｓｕｌｔｓ　ｏｆ　Ｆｉｒｓｔ－Ｏｒｄｅｒ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ　ｗｉｔｈ　Ｉｎｔｅｇｒａｌ

Ｂｏｕｎｄａｒｙ　Ｃｏｎｄｉｔｉｏｎｓ　ａｔ　Ｒｅｓｏｎａｎｃｅ［Ｊ］．Ｃｏｍｍ　Ａｐｐｌ　Ｎｏｎｌｉｎｅａｒ　Ａｎａｌ，２０１７，２４（２）：９３－１０６．
［７］　ＷＡＮＧ　Ｂｉｎ，ＷＵ　Ｘｉｎｙｕａｎ，ＭＥＮＧ　Ｆａｎｗｅｉ，ｅｔ　ａｌ．Ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ　Ｆｏｕｒｉｅｒ　Ｃｏｌｌｏｃａｔｉｏｎ　Ｍｅｔｈｏｄｓ　ｆｏｒ　Ｓｏｌｖｉｎｇ　Ｆｉｒｓｔ－

Ｏｒｄｅｒ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｊ　Ｃｏｍｐｕｔ　Ｍａｔｈ，２０１７，３５（６）：７１１－７３６．
［８］　ＪＩＮ　Ｚｈｉｌｏｎｇ，ＷＡＮＧ　Ｈａｉｙａｎ．Ａ　Ｎｏｔｅ　ｏｎ　Ｐｏｓｉｔｉｖｅ　Ｐｅｒｉｏｄｉｃ　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｏｆ　Ｄｅｌａｙｅｄ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ａｐｐｌ

Ｍａｔｈ　Ｌｅｔｔ，２０１０，２３（５）：５８１－５８４．
［９］　ＺＨＡＮＧ　Ｇｕａｎｇ，ＣＨＥＮＧ　Ｓｕｉｓｕｎ．Ｐｏｓｉｔｉｖｅ　Ｐｅｒｉｏｄｉｃ　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｏｆ　Ｎｏｎ－ａｕｔｏｎｏｍｏｕｓ　Ｆｕｎｃｔｉｎａｌ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ

Ｄｅｐｅｎｇｄｉｎｇ　ｏｎ　ａ　Ｐａｒａｍｅｔｅｒ［Ｊ］．Ａｂｓｔｒａｃｔ　Ａｐｐｌ　Ａｎａｌ，２００２，７（５）：２７９－２８６．
［１０］　朱雯雯．带参数的一阶周期边值问题正解的存在性及多解性 ［Ｊ］．山东大学学报（理学版），２０１６，５１（１２）：

３６－４１．（ＺＨＵ　Ｗｅｎｗｅｎ．Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ　ａｎｄ　Ｍｕｌｔｉｐｌｉｃｉｔｙ　ｏｆ　Ｐｏｓｉｔｉｖｅ　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｏｆ　Ｆｉｒｓｔ　Ｏｒｄｅｒ　Ｐｅｒｉｏｄｉｃ　Ｂｏｕｎｄａｒｙ　Ｖａｌｕｅ

Ｐｒｏｂｌｅｍｓ　ｗｉｔｈ　Ｐａｒａｍｅｔｅｒ［Ｊ］．Ｊｏｕｒｎａｌ　ｏｆ　Ｓｈａｎｄｏｎｇ　Ｕｎｉｖｅｒｓｉｔｙ（Ｎａｔｕｒａｌ　Ｓｃｉｅｎｃｅ），２０１６，５１（１２）：３６－４１．）

［１１］　ＴＩＳＤＥＬＬ　Ｃ　Ｃ．Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ　ｏｆ　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｔｏ　Ｆｉｒｓｔ－Ｏｒｄｅｒ　Ｐｅｒｉｏｄｉｃ　Ｂｏｕｎｄａｒｙ　Ｖａｌｕｅ　Ｐｒｏｂｌｅｍｓ［Ｊ］．Ｊ　Ｍａｔｈ　Ａｎａｌ　Ａｐｐｌ，

２００６，３２３（２）：１３２５－１３３２．
［１２］　ＣＨＵ　Ｊｉｆｅｎｇ，ＮＩＥＴＯ　Ｊ　Ｊ．Ｉｍｐｕｌｓｉｖｅ　Ｐｅｒｉｏｄｉｃ　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｏｆ　Ｆｉｒｓｔ－Ｏｒｄｅｒ　Ｓｉｎｇｕｌａｒ　Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｂｕｌｌ

Ｌｏｎｄ　Ｍａｔｈ　Ｓｏｃ，２００８，４０（１）：１４３－１５０．
［１３］　ＲＥＺＡＩＧＵＩＡ　Ａ，ＡＲＤＪＯＵＮＩ　Ａ，ＤＪＯＵＤＩ　Ａ．Ｅｘｉｓｔｅｎｃｅ　ｏｆ　Ｐｏｓｉｔｉｖｅ　Ｐｅｒｉｏｄｉｃ　Ｓｏｌｕｔｉｏｎｓ　ｏｆ　Ｆｉｒｓｔ－Ｏｒｄｅｒ　Ｎｅｕｔｒａｌ

Ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ　Ｅｑｕａｔｉｏｎｓ［Ｊ］．Ｈｏｎａｍ　Ｍａｔｈ　Ｊ，２０１８，４０（１）：１－１１．

（责任编辑：李　琦，赵立芹）

０４０１ 　　 吉 林 大 学 学 报 （理 学 版）　　　 第５７卷　


