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一类脉冲微分系统的变差稳定性逆定理
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摘 要: 利用 Kurzweil方程解的变差稳定性有关理论，在固定时刻脉冲微分系统有界变差解变差
稳定性和渐近变差稳定性定理的基础上，讨论其变差稳定性逆定理，建立了该类脉冲微分系统有界

变差解的变差稳定性和渐近变差稳定性定理的逆定理．
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Converse Theorems of Variational Stability for
a Class of Impulsive Differential Systems

JIANG Xu-dong，LI Bao-lin
( College of Mathematics and Information Science，Northwest Normal University，Lanzhou 730070，China)

Abstract: Converse theorems of variational stability and asymptotically variational stability for a class of impulsive
differential systems are established and discussed by using the theories of variational stability for Kurzweil equation，
based on the theorems of variational stability and asymptotically variational stability for a class of impulsive differen-
tial systems．
Key words: impulsive differential system; variational stability; asymptotically variational stability; Lyapunov func-
tion

考虑固定时刻一阶脉冲微分系统

dx
dt = f( t，x) ，t≠ ti

Δx | t = ti = Ii ( x( ti ) ) ，t = ti，i = 1，2
{

，…
( 1)

其中( H1 ) t0 ＜ t1 ＜ t2 ＜ … ＜ ti ＜ … ＜ + ∞，ti→ + ∞ ( i→ + ∞ ) ，( H2 ) f ∶ G→Rn，G 是 Rn+1 中的开域，

( H3 ) Ii ∶ R
n→Rn 连续，Ii ( 0) = 0，i = 1，2，…． Rn为具有通常范数‖·‖的 n维欧氏空间，系统( 1) 的解在脉

冲时刻 ti 左连续，Δx( t) | t = ti = x( t +i ) － x( ti ) ．

1 预备知识
取系统( 1) 有限个脉冲点 ti，i = 0，1，…，k，k∈ N进行讨论，设有限个脉冲点 ti ∈ ( a，b)  R+，令 Bc =

{ x∈ Rn，‖x‖ ＜ c} ，c ＞ 0 为常数，G = Bc × ( a，b) 是 Rn+1 中的开集．

系统( 1) 有界变差解的定义见文献［1］中定义 1，函数 x( t) ∶ ［a，b］→Rn，H-K可积定义见文献［1，2］，系统
( 1) 的有界变差解变差稳定的定义，变差吸引的定义，渐近变差稳定的定义，见文献［2］中定义 3． 2 ～ 3． 4．
定义 1 设函数 f ∶ G→Rn 为 Carathéodory函数，称 f ∶ G→Rn 属于 V( G，h，ω) ，如果 f( t，x) 满足下列条
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件［1］:

( ⅰ) 存在正值函数 δ ∶ ［t0，T］→( 0，+ ∞ ) ，对每个区间［u，v］，满足 τ∈［u，v］ ( τ － δ( τ) ，τ + δ( τ) )
［t0，T］，τ≠ ti，i = 0，1，2，…，k，以及 x∈ Bc，有

‖f( τ，x) ( v － u) ‖≤ h( v) － h( u) ． ( 2)
( ⅱ) 对每个区间［u，v］，满足 τ∈［u，v］ ( τ － δ( τ) ，τ + δ( τ) ) ［t0，T］，τ≠ ti 以及所有的 x，y∈

Bc 有

‖f( τ，x) － f( τ，y) ‖( v － u) ≤ ω( ‖x － y‖) ( h( v) － h( u) ) ， ( 3)
其中 h ∶ ［t0，T］→R1 是定义在［t0，T］上单调增加的左连续函数，而 ω ∶ ［0，+ ∞ ) →R1 是单调增加的连续函

数，且 ω( r) ＞ 0( r ＞ 0) ，ω( 0) = 0．
( ⅲ) 对每个定义在［t0，T］，t≠ ti 上的阶梯函数 φ( t) ，f( t，φ( t) ) 在［t0，T］上是 H-K可积的．
在以下讨论中 f∈ V( G，h，ω) ．
对系统( 1) 作一个小扰动 g( t，x) ，即

dx
dt = f( t，x) + g( t，x) ，t≠ ti

Δx | t = ti = Ii ( x( ti ) ) ，t = ti，i = 1，2
{

，…
( 4)

其中扰动项 g( t，x) ，t∈［t0，T］，t≠ ti，x∈ Ba 在［t0，T］上是 H-K可积的，且对任意的 τ1，τ2 ∈［t0，T］，τ1，τ2
≠ ti，有 ‖g( τ1，x( τ1 ) ) － g( τ2，x( τ2 ) ) ‖ ≤ ω( x( τ1 ) － x( τ2 ) ) ＜ 珚M，ω 为连续增函数，且 ω( 0) = 0，

ω( r) ＞ 0，r ＞ 0，珚M ＞ 0 为常数，设 p( t) = ∫
t

t0
g( s，x) ds．

在扰动下系统( 4) 的有界变差解变差稳定的定义，变差吸引的定义，渐近变差稳定的定义，见文献［2］
中定义 4． 1 ～ 4． 3．
定义 2 设 － ∞ ＜ a ＜ b ＜ + ∞，G ∶ ［a，b］→Rn．对区间的任一分划 D ∶ a = α0 ＜ α1 ＜ … ＜ αk = b

及任意的 λ≥ 0，定义∑
k

j = 1
e－λ( b－αj －1)‖G( αj ) － G( αj －1 ) ‖ = vλ ( G，D) ，令 eλVar

b
aG = sup

D
vλ ( G，D) ，数 eλVar

b
aG

称为函数 G在区间［a，b］上的eλ 变差
［3］．

引理 1 － ∞ ＜ a ＜ b ＜ + ∞，G ∶ ［a，b］→Rn．任意的 λ≥ 0，有［3］

e－λ( b－a) VarbaG≤ eλVar
b
aG≤ VarbaG．

若 a≤ c≤ b，则对 λ≥ 0，有［3］

eλVar
b
aG = e－λ( b－a) eλVar

c
aG + eλVar

b
cG． ( 5)

以下构造函数 Vλ ( s，x) ．

对 a ＞ 0，t ＞ 0，记 Aa ( t，x) = { φ ∶ ［0，+ ∞ ) →Rn ; φ是［0，+ ∞ ) 上的局部有界变差函数，且左连续．

φ( 0) = 0，φ( t) = x，当 s = ti∈［0，t］，i = 0，1，…，k时，φ( t +i ) － φ( ti ) = Ii ( φ( ti ) ) 其中 Ii由条件 H3 定义，

sup
s∈［0，t］

‖φ( s) ‖ ＜ a} ．

对 λ≥ 0，s≥ 0，x∈ Ba，定义

Vλ ( s，x) =
inf

φ∈Aa( s，x)
{ eλVar

s
0 ( φ( σ) － ∫

σ

0
f( t，φ( t) ) dt) } ，s ＞ 0

‖x‖，s = 0
{

．
( 6)

这个定义是合理的，因为对 φ ∈ Aa ( s，x) ，积分∫
σ

0
f( t，φ( t) ) dt，是变量 σ 的有界变差函数，因此函数

φ( σ) － ∫
σ

0
f( t，φ( t) ) dt也是有界变差函数，它的 eλ 变差是有界的．

显然，函数 φ = 0∈ Aa ( s，x) ，因为对 σ ＞ 0，φ( σ) － ∫
σ

0
f( t，φ( t) ) dt = 0，所以对任意的 λ≥ 0，s≥ 0，有

Vλ ( s，0) = 0． ( 7)
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2 主要结果及证明

引理 2 若 ψ ∶ ［s，s + η( s) ］→Rn，s≠ ti，i = 0，1，2，…，k，s≥ 0，η( s) ＞ 0，是系统( 1) 的解，则对任意

的 λ≥ 0，有不等式

lim
η→0 +

sup
Vλ ( s + η，ψ( s + η) ) － Vλ ( s，ψ( s) )

η ≤－ λVλ ( s，ψ( s) ) ( 8)

成立．
若 x ∶ ［t0，T］→Rn 为系统( 1) 满足初始条件 x( t0 ) = x0的解，对 ti ∈［t0，T］，i = 1，2，…，k，对任意的

λ≥ 0，有不等式
Vλ ( t

+
i ，x( t

+
i ) ) ＜ Vλ ( ti，x( ti ) ) ( 9)

成立．
证明 对于 s∈［0，+ ∞ ) ，s≠ ti，i = 0，1，2，…，k的情形，与文献［4］中引理 5． 1 的证明类似．

若 x ∶ ［t0，T］→Rn 为系统( 1) 满足初始条件 x( t0 ) = x0，x0 ∈ Rn 的解，由文献［1］中定理 3保证解的存
在性．对任意 η ＞ 0，选择 a ＞ ‖x( t +i ) ‖ + h( ti + 1) － h( ti ) ，i = 1，2，…，k，取 φ ∈ Aa ( ti，x( ti ) ) ，其中
φ( ti ) = x( ti ) ，i = 1，2，…，k．
对 0 ＜ η ＜ η( s) ，定义

φη ( σ) =
φ( σ) ，σ∈［0，ti］

x( σ) ，σ∈［ti，ti + η］{ ．
显然 φη ∈ Aa ( ti + η，x( ti + η) ) ．由解的定义可知，x左连续，因此对 σ∈［ti，ti + η］，有

‖x( σ) ‖ = ‖x( t +i ) + ∫
σ

ti
f( t，x( t) ) dt‖≤‖x( t +i ) ‖ + h( σ) － h( ti ) ≤

‖x( t +i ) ‖ + h( ti + 1) － h( ti ) ＜ a．
且

Vλ ( ti + η，x( ti + η) ) ≤ eλVar
ti+η
0 ( φη ( σ) － ∫

σ

0
f( t，φη ( t) ) dt) = e－ληeλVar

ti
0 ( φ( σ) － ∫

σ

0
f( t，φ( t) ) dt) +

eλVar
ti+η
ti ( x( σ) － ∫

ti

0
f( t，φ( t) ) dt － ∫

σ

ti
f( t，x( t) ) dt) =

e－ληeλVar
ti
0 ( φ( σ) － ∫

σ

0
f( t，φ( t) ) dt) +

eλVar
ti+η
ti ( x( σ) － ∫

ti

0
f( t，φ( t) ) dt － x( σ) + x( t +i ) ) =

e－ληeλVar
ti
0 ( φ( σ) － ∫

σ

0
f( t，φ( t) ) dt) + eλVar

ti+η
ti ( x( t

+
i ) － ∫

ti

0
f( t，φ( t) ) dt) =

e－ληeλVar
ti
0 ( φ( σ) － ∫

σ

0
f( t，φ( t) ) dt) ．

上式右端对 φ∈ Aa ( ti，x( ti ) ) 取下确界，有
Vλ ( ti + η，x( ti + η) ) ≤ e－ληVλ ( ti，x( ti ) ) ，

则

Vλ ( ti + η，x( ti + η) ) － Vλ ( ti，x( ti ) ) ≤ ( e
－λη － 1) Vλ ( ti，x( ti ) ) ．

由式( 6) 知 Vλ ( ti，x( ti ) ) ≥ 0，当 η→0 +，有

Vλ ( t
+
i ，x( t

+
i ) ) ＜ Vλ ( ti，x( ti ) ) ．

定理得证．
文献［2］中定理3． 5，3． 6，给出系统( 1) 有界变差解变差稳定性和渐近变差稳定性2个判定定理，以下建

立 2 个定理的逆定理．
定理 1 若系统( 1) 的平凡解是变差稳定的，则对任意的 0 ＜ a ＜ c，存在函数 V ∶ ［0，+ ∞ ) × Ba→R满

31第 23 卷 姜旭东等: 一类脉冲微分系统的变差稳定性逆定理



足下列条件:

( 1) 对任意的 x∈ Ba，函数 V(·，x) 左连续且有［0，+ ∞ ) 上是局部有界变差函数．
( 2) V( t，0) = 0，且对任意的 x，y∈ Ba，t∈［0，+ ∞ ) ，| V( t，x) － V( t，y) |≤‖x － y‖．
( 3) 对系统( 1) 任意的有界变差解 x( t) ，当 t = ti，i = 1，2，…，k时有

V( t +i ，x( t
+
i ) ) ＜ V( ti，x( ti ) ) ，

当 t≠ ti 时，函数 V为不增函数．
( 4) 函数 V( t，x) 是正定的，即存在一个连续递增实函数 v ∶ ［0，+ ∞ ) →R，使得 v( ρ) = 0ρ = 0; 对任

意( t，x) ∈［0，+ ∞ ) × Ba，有 V( t，x) ≥ v( ‖x‖) ．
证明 对任意的 x∈ Ba，s≥ 0，令 V( s，x) = V0 ( s，x) ，其中 V0 ( s，x) 由式( 6) 定义．
条件( 1) 、( 2) 的证明与文献［3］定理10． 23中条件( 1) 、( 2) 的证明类似; 式( 8) ，式( 9) 可证条件( 3) 成

立．
下证条件( 4) 成立．由文献［2］中定理4． 4知，系统( 1) 的解 x≡0是变差稳定的在扰动下的系统( 4)

的解 x≡ 0 是变差稳定的． 由文献［2］中定义 4． 1 知，称系统( 4) 的解 x ≡ 0 是变差稳定的是指: 对任意
ε ＞ 0，存在 δ = δ( ε) ＞ 0，‖y( t0 ) ‖ ＜ δ，y∈ Rn，‖y( t +i ) － y( t －i ) ‖ ＜ δ，p是［t0，T］上的有界变差函数，

在( t0，T］左连续，且 VarTt0p( t) ＜ δ，则对任意 t∈［t0 ． T］，有‖y( t) ‖ ＜ ε．其中 y( t，t0，y0 ) 是系统( 4) 满足
y( t0，t0，y0 ) 的解．
假设 V( t，x) 不是正定的，则存在 ε，0 ＜ ε ＜ a 和序列( tm，xm ) ，m = 1，2，…，ε ≤ ‖xm‖ ＜ a，

tm→∞ ( m→∞ ) ，m→∞ 时，V( tm，xm ) →0．
设 δ( ε) ＞ 0 相应于扰动下变差稳定性定义中的 ε．
设 m0 ∈ N，对 m ＞ m0，有 V( tm，xm ) ＜ δ( ε) ，则存在 φm ∈ Aa ( tm，xm ) ，使

Vartm0 ( φm ( σ) － ∫
σ

0
f( t，φm ( t) ) dt) ＜ δ( ε) ，

令

p( σ) =
φm ( σ) － ∫

σ

0
f( t，φm ( t) ) dt，σ∈［0，tm］

xm － ∫
tm

0
f( t，φm ( t) ) dt，σ∈［tm，+ ∞{ ) ，

则 Var∞0 p = Vartm0 ( φm ( σ) － ∫
σ

0
f( t，φm ( t) ) dt) ＜ δ( ε) ，且函数 p左连续．

对 σ∈［0，tm］，有

φm ( σ) = ∫
σ

0
f( t，φm ( t) ) dt + φm ( σ) － ∫

σ

0
f( t，φm ( t) ) dt = ∫

σ

0
f( t，φm ( t) ) dt + p( σ) － p( 0) =

φm ( 0) + ∫
σ

0
［f( t，φm ( t) ) + g( t，φm ( t) ) ］dt．

由于 φm∈ Aa ( tm，xm ) ，φm ( t
+
i ) － φm ( ti ) = Ii ( φm ( ti ) ) ，因此，φm为系统( 4) 满足‖φ( t +i ) － φ( t

－
i ) ‖ ＜ 2a =

δ，i = 0，1，…，k的解，由变差稳定性的定义知‖φm ( s) ‖ ＜ ε，s∈［0，tm］，因此有‖φm ( tm ) ‖ = ‖xm‖ ＜
ε，这与假设 ε≤‖xm‖ ＜ a矛盾，所以 V( t，x) 是正定的．
定理 2 若系统( 1) 的平凡解是渐近变差稳定的，则对任意的 0 ＜ a ＜ c，存在函数 U ∶ ［0，+ ∞ ) ×

Ba→R满足下列条件:
( 1) 对任意的 x∈ Ba，函数 U(·，x) 左连续且在［0，+ ∞ ) 上是局部有界变差函数;
( 2) U( t，0) = 0，且对任意的 x，y∈ Ba，t∈［0，+ ∞ ) ，| U( t，x) － U( t，y) |≤‖x － y‖;
( 3) 对系统( 1) 任意的有界变差解 x( t) ，当 t = ti，i = 1，2，…，k时有

U( t +i ，x( t
+
i ) ) ＜ U( ti，x( ti ) ) ，

当 t≠ ti 时，系统( 1) 的每一个满足初值 ψ( t) = x∈ Ba 的解 ψ( t) = x∈ Ba 的解 ψ( σ) ，σ≥ t，有不等
式
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lim
η→0 +

sup U( s + η，ψ( s + η) ) － U( s，x)
η ≤－ U( s，x) ;

( 4) 函数 U( t，x) 是正定的．
证明 对任意的 x∈ Ba，s≥ 0，令 U( s，x) = V1 ( s，x) ，其中 V1 ( s，x) 由式( 6) 定义．
如定理 1 同样的证明方法，可证明条件( 1) ～ ( 3) 成立．
下证条件( 4) 成立．由文献［2］定理 4． 5知系统( 1) 的解 x≡ 0是变差吸引的在扰动下的系统( 4) 的

解 x≡ 0是变差吸引的．由文献［2］中定义 4． 2知，称系统( 4) 的解 x≡ 0是变差吸引的是指: 存在 δ0 ＞ 0，对
任意的ε ＞ 0，有 τ = τ( ε) ≥0，γ = γ( ε) ＞ 0，若‖y( t0 ) ‖ ＜ δ0，y∈Rn．‖y( t +i ) － y( t －i ) ‖ ＜ δ0，p是［t0，T］
上的有界变差函数，在( t0，T］左连续，且VarTt0p( t) ＜ γ，则对任意的 t∈［t0，T］∩［t0 + τ( ε) ，+ ∞ ) ，t0≥0，
有‖y( t) ‖ ＜ ε，其中 y( t，t0，y0 ) 是系统( 4) 满足 y( t0，t0，y0 ) 的解．
假设 U( t，x) 不是正定的，则存在 ε，0 ＜ ε ＜ a 和序列( tm，xm ) ，m = 1，2，…，ε ≤ ‖xm‖ ＜ a，

tm→∞ ( m→∞ ) ，m→∞ 时 U( tm，xm ) →0．
设 m0 ∈ N，对 m ＞ m0，有 tm ＞ τ( ε) + 1，U( tm，xm ) ＜ γ( ε) e－ ( τ( ε) +1) ，则存在 φ∈ Aa ( tm，xm ) ，使

e1Var
tm
t0 ( φ( σ) － ∫

σ

0
f( t，φ( t) ) dt) ＜ γ( ε) e－ ( τ( ε) +1) ， ( 10)

设 t0 = tm － ( τ( ε) + 1) ，则 t0 ＞ 0，tm = t0 + ( τ( ε) + 1) ＞ t0 + τ( ε) ．由式( 10) 及引理 1，有

e－ ( τ( ε) +1) Vartmt0 ( φ( σ) － ∫
σ

0
f( t，φ( t) ) dt) ＜ e1Var

tm
t0 ( φ( σ) － ∫

σ

0
f( t，φ( t) ) dt) ＜ γ( ε) e－ ( τ( ε) +1) ．

因此

Vartmt0 ( φ( σ) － ∫
σ

0
f( t，φ( t) ) dt) ＜ γ( ε) ， ( 11)

对 σ∈［t0，tm］，定义

p( σ) = φ( σ) － ∫
σ

0
f( t，φ( t) ) dt，

则函数 p左连续．由式( 11) 知，Vartmt0 p ＜ γ( ε) 且

φ( σ) = ∫
σ

0
f( t，φ( t) ) dt + φ( σ) － ∫

σ

0
f( t，φ( t) ) dt = ∫

σ

0
f( t，φ( t) ) dt + p( σ) ，

所以

φ( s) － φ( t0 ) = ∫
s

t0
f( t，φ( t) ) dt + p( s) － p( t0 ) = ∫

s

t0
［f( t，φ( t) ) + g( t，φ( t) ］dt．

由于 φ ∈ Aa ( tm，xm ) ，有 φ( t +i ) － φ( ti ) = Ii ( φ( ti ) ) ，因此，φ 为系统( 4) 的满足 ‖φ( t0 ) ‖ ≤ 2a = δ0，
‖φ( t +i ) －φ( t

－
i ) ‖≤ 2a = δ0，i = 0，1，…，k的解，由扰动下变差吸引的定义知，对任意的 t ＞ t0 + τ( ε) ，有

‖φ( t) ‖ ＜ ε，则 t = tm ＞ t0 + τ( ε) ，有‖φ( tm ) ‖ = ‖xm‖ ＜ ε．这与假设 ε≤‖xm‖ ＜ a矛盾，所以函
数 U正定．
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