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一类非线性二阶边值问题正解的存在性与多解性
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摘　要：本文考虑非线性二阶边值问题

ｑ（ｔ）ｕ′（ｔ））′＋ｆ（ｕ′（ｔ））＝０，ｔ∈（０，１），

ｑ（０）ｕ′（０）＝０，ｃｕ（１）＋ｄｑ（１）ｕ′（１）＝０｛
正解的存在性及多解性，其中ｆ：（－∞，０］→［０，∞），ｑ：［０，１］→（０，∞）为连续函数，ｃ＞０，ｄ≥
０为常数．当非线性项ｆ满足超线性增长或次线性增长的条件时，本文证明该问题至少存在一

个正解．当非线性项ｆ满足ｆ０：＝ｌｉｍ
ｓ→０－

ｆ（ｓ）
ｓ ＝ｆ∞：＝ｌｉｍ

ｓ→－∞

ｆ（ｓ）
ｓ ＝０或ｆ０：＝ｌｉｍ

ｓ→０－

ｆ（ｓ）
ｓ ＝ｆ∞：＝

ｌｉｍ
ｓ→－∞

ｆ（ｓ）
ｓ ＝∞的条件时，本文证明该问题至少存在两个正解．主要结果的证明基于锥上的不

动点定理．
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（ｑ（ｔ）ｕ′（ｔ））′＋ｆ（ｕ′（ｔ））＝０，ｔ∈（０，１），

ｑ（０）ｕ′（０）＝０，ｃｕ（１）＋ｄｑ（１）ｕ′（１）＝０｛
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１　引　言

近年来，对二阶常微分方程边值问题的研究十

分活跃，其正解 的 存 在 性 引 起 了 许 多 学 者 的 关 注，

并已 取 得 了 一 些 深 刻 的 结 果［１－９］．例 如，１９９４年，

Ｅｒｂｅ等［１］研究了非线性二阶Ｓｔｕｒｍ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ边 值

问题

ｕ″＋ａ（ｔ）ｆ（ｕ）＝０，ｔ∈（０，１），

αｕ（０）－βｕ′（０）＝０，γｕ（１）＋δｕ′（１）＝０｛ （１）

正解的存在性，其中ｆ∈Ｃ（［０，∞），［０，∞）），ａ∈
Ｃ（［０，１］，［０，∞））且在（０，１）的任一子区间内不恒

为零，α，β，γ，δ≥０为常数且γβ＋αγ＋αδ＞０．通过

构造锥

Ｋ１＝｛ｕ∈Ｃ［０，１］：ｕ（ｔ）≥０，

　 ｍｉｎ
１
４≤ｔ≤

３
４

ｕ（ｔ）≥Ｍ１ ‖ｕ‖１｝，

其中

‖ｕ‖１＝ｓｕｐ
０≤ｔ≤１
｜ｕ（ｔ）｜，

Ｍ１＝ｍｉｎ
γ＋４δ
４（γ＋δ）

，α＋４β
４（α＋β）｛ ｝，

并运用Ｇｒｅｅｎ函数的性质及锥拉伸与压缩不动点定

理，文献［１］建立了如下结果．
定理Ａ　若ｆ满足下列条件之一：
（ｉ）ｆ０＝０且ｆ∞＝∞；
（ｉｉ）ｆ０＝∞且ｆ∞＝０，

则问 题 （１）至 少 存 在 一 个 正 解，这 里ｆ０＝ｌｉｍ
ｓ→０

ｆ（ｓ）
ｓ
，ｆ∞＝ｌｉｍ

ｓ→∞

ｆ（ｓ）
ｓ ．

２００９年，Ｚｏｕ等［２］研究了非线性二阶Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ
边值问题

ｕ″＋ｆ（ｔ，ｕ，ｕ′）＝０，ｔ∈（０，１），

ｕ（０）＝ｕ（１）＝０｛ （２）

正解的存在性，其 中ｆ∈Ｃ（［０，１］×［０，∞）×Ｒ，
［０，∞））．该文首先构造了锥

Ｋ２＝｛ｕ∈Ｃ［０，１］：ｕ（ｔ）≥０，ｕ在［０，１］上是凸

　的，ｕ（０）＝ｕ（１）＝０｝，
然后运用锥上的不动点理论获得了问题（２）正解的

存在性结论．
２０１６年，Ｓｒｅｅｄｈａｒ等［３］ 研 究 了 非 线 性 二 阶

Ｓｔｕｒｍ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ边值问题

－ｕ″＋ｋ２　ｕ＝ｆ（ｔ，ｕ），ｔ∈（０，１），

αｕ（０）－βｕ′（０）＝０，γｕ（１）＋δｕ′（１）＝０｛ （３）

正解的存在性，其中ｋ，β，δ是正常数，α，γ是非负常数，

ｆ∈Ｃ（［０，１］×［０，∞），［０，∞））．他们通过构造锥

Ｋ３＝｛ｕ∈Ｃ［０，１］：ｕ（ｔ）≥０，

　ｍｉｎ
０≤ｔ≤１
ｕ（ｔ）≥Ｍ２‖ｕ‖２，ｔ∈［０，１］｝，

其中‖ｕ‖２＝ｍａｘ
０≤ｔ≤１

ｕ（ｔ），

Ｍ２＝ｍｉｎ βｋ
αｓｉｎｈｋ＋βｋｃｏｓｈｋ

， δｋ
γｓｉｎｈｋ＋δｋｃｏｓｈｋ｛ ｝，

然后 运 用 Ａｖｅｒｙ－Ｈｅｎｄｅｒｓｏｎ不 动 点 理 论 获 得 了 问

题（３）多个正解的存在性结论．
值得注意的是，文献［１－３］都是通过在Ｂａｎａｃｈ空

间Ｃ［０，１］中构造合适的锥，运用锥上的不动点定理获

得相应问题正解的存在性或多解性结论．一个有趣的问

题是：当非线性项ｆ含有一阶导数项时，能否在空间

Ｃ１［０，１］中构造一个恰当的锥，进而运用锥上的不动点

理论获得相应问题正解的存在性结论呢？基于以上工

作，本文将考察非线性二阶边值问题

（ｑ（ｔ）ｕ′（ｔ））′＋ｆ（ｕ′（ｔ））＝０，ｔ∈（０，１），

ｑ（０）ｕ′（０）＝０，ｃｕ（１）＋ｄｑ（１）ｕ′（１）＝０｛ （４）

正解的存在 性 及 多 解 性，其 中ｆ：（－∞，０］→［０，

∞），ｑ：［０，１］→（０，∞）均 为 连 续 函 数，ｃ＞０，ｄ≥０
均为常数．为了方便，记

ｆ０：＝ｌｉｍ
ｓ→０－

ｆ（ｓ）
ｓ
，ｆ∞：＝ｌｉｍ

ｓ→－∞

ｆ（ｓ）
ｓ ．

设Ｘ＝Ｃ１［０，１］，按范数‖ｕ‖∞＝ｍａｘ
０≤ｔ≤１

｜ｕ′（ｔ）｜

构成Ｂａｎａｃｈ空间．定义锥

Ｋ＝｛ｕ∈Ｃ１［０，１］：ｕ′≤０，ｕ在［０，１］上凸，

ｑ（０）ｕ′（０）＝０，ｃｕ（１）＋ｄｑ（１）ｕ′（１）＝
　０｝．

容易验证锥Ｋ 中的元素ｕ满足

ｍｉｎ
１
４≤ｔ≤

１
２

｜ｕ′（ｔ）｜≥σ‖ｕ‖∞ （５）

其中σ＝
ｕ′（１／４）
ｕ′（１）．

本文假定：

（Ｈ１）ｆ：（－∞，０］→［０，∞），ｑ：［０，１］→（０，∞）
均为连续函数，ｃ＞０，ｄ≥０均为常数；

（Ｈ２）存在ｍ＜０，使得当ｍ≤ｓ≤０时，ｆ（ｓ）≤

ηｍ，其中η＝－
１

１／ｑ ∞ｔ
，０≤ｔ≤１；

（Ｈ３）存在ｍ＜０，使得ｆ（ｓ）≥－２ｍ ‖ｑ‖∞．
本文的主要结果如下．
定理１．１　假设（Ｈ１）成立．若ｆ 满 足 下 列 条 件

之一：
（ｉ）ｆ０＝０且ｆ∞＝∞（超线性）；
（ｉｉ）ｆ０＝∞且ｆ∞＝０（次线性），

则问题（４）至少存在一个正解．
定理１．２　假定（Ｈ１），（Ｈ２）成立，且ｆ０＝ｆ∞＝

５１０１
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∞．则问题（４）至少存在两个正解ｕ１，ｕ２，且满足０＜
｜ｕ１｜＜－ｍ＜｜ｕ２｜．

定理１．３　假定（Ｈ１），（Ｈ３）成立，且ｆ０＝ｆ∞＝
０．则问题（４）至少存在两个正解ｕ１，ｕ２，且 满 足０＜
｜ｕ１｜＜－ｍ＜｜ｕ２｜．

注１　 若 问 题 （４）结 合 Ｓｔｕｒｍ－Ｌｉｏｕｖｉｌｌｅ或

Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件，那么ｕ′既有正又有负，则所得

问题对应的等价积分算子不具有保锥性，因而不能

用锥上的不动点理论来研究该问题正解的存在性及

多解性．但 是，若 结 合Ｒｏｂｉｎ边 界 条 件 则 不 会 出 现

这种问题．因此本文所考虑的问题是对文献［１－３］的

一个重要补充．

２　预备知识

引理２．１　ｕ是问题（４）的解当且仅当ｕ是算子

方程

ｕ（ｔ）＝∫
１

０
Ｇ（ｔ，ｓ）ｆ（ｕ′（ｓ））ｄｓ：＝Ａｕ（ｔ），

　ｔ∈［０，１］ （６）
的解，其中Ｇ（ｔ，ｓ）为线性边值问题

（ｑ（ｔ）ｕ′（ｔ））′＝０，ｔ∈（０，１），

ｑ（０）ｕ′（０）＝０，ｃｕ（１）＋ｄｑ（１）ｕ′（１）＝０｛
的Ｇｒｅｅｎ函数，

Ｇ（ｔ，ｓ）＝

ｄ
ｃ ＋∫

１

ｔ

１
ｑ（τ）

ｄτ，０≤ｓ≤ｔ≤１，

ｄ
ｃ ＋∫

１

ｓ

１
ｑ（τ）

ｄτ，０≤ｔ≤ｓ≤１．
烅

烄

烆
引理２．２　Ａ（Ｋ）Ｋ，且Ａ 是全连续算子．
证明　对任意的ｕ∈Ｋ，易见

（Ａｕ）′（ｔ）＝－∫
ｔ

０

１
ｑ（ｔ）ｆ

（ｕ′（ｓ））ｄｓ≤０，

　ｔ∈ ［０，１］，
且

（Ａｕ）″（ｔ）＝－（∫
ｔ

０

１
ｑ′（ｔ）ｆ

（ｕ′（ｓ））ｄｓ＋

　
１
ｑ（ｔ）ｆ

（ｕ′（ｔ）））≤０，ｔ∈ ［０，１］．

由（Ａｕ）″≤０可 知Ａｕ在［０，１］上 是 上 凸 的．简 单 计

算容易验证ｑ（０）Ａｕ′（０）＝０，ｃＡｕ（１）＋ｄｑ（１）Ａｕ′
（１）＝０．故Ａ（Ｋ）Ｋ．由ｆ 的连续性及Ａｒｚｅｌａ－Ａｓ－
ｃｏｌｉ定理可知Ａ：Ｋ→Ｋ 是全连续算子．

引理２．３［１０］　设Ｘ 是Ｂａｎａｃｈ空间，ＫＸ 是

Ｘ 中的一个锥，Ω１，Ω２ 是Ｘ 的开子集，０∈Ω１，Ω１

Ω２．若全连续算子Ａ：Ｋ∩（Ω２＼Ω１）→Ｋ 满足

（ｉ）‖Ａｕ‖≤‖ｕ‖，ｕ∈Ｋ∩Ω１ 且‖Ａｕ‖≥

‖ｕ‖，ｕ∈Ｋ∩Ω２，
或

（ｉｉ）‖Ａｕ‖≥‖ｕ‖，ｕ∈Ｋ∩Ω１ 且‖Ａｕ‖
≤‖ｕ‖，ｕ∈Ｋ∩Ω２，

则Ａ 在Ｋ∩（Ω２＼Ω１）上有一个不动点．
引理２．４［１１］　设Ｘ 为Ｂａｎａｃｈ空间，ＫＸ 是

Ｘ 中的一个锥．定义ＫＰ＝｛ｘ∈Ｋ：‖ｘ‖≤ｐ｝，ｐ
＞０．假设Ａ：Ｋｐ→Ｋ 是紧映射，且使 得Ａｘ≠ｘ，ｘ
∈Ｋｐ＝｛ｘ∈Ｋ：‖ｘ‖＝ｐ｝．则

（ｉ）若‖ｘ‖≤‖Ａｘ‖，ｘ∈Ｋｐ，则ｉ（Ａ，Ｋｐ，

Ｋ）＝０；
（ｉｉ）若‖ｘ‖≥‖Ａｘ‖，ｘ∈Ｋｐ，则ｉ（Ａ，Ｋｐ，

Ｋ）＝１．

３　主要结果的证明

定理１．１的证明　（ｉ）超线性情形．此时ｆ０＝０
且ｆ∞＝∞．因为ｆ０＝０，故取Ｈ１＜０，使得对任意的

Ｈ１≤ｕ′≤０有ｆ（ｕ′）≤ηｕ′，其中η＜０满足

－η １／ｑ ∞ｔ≤１，ｔ∈［０，１］．
若ｕ∈Ｋ，‖ｕ′‖∞＝－Ｈ１，则

｜ｕ′（ｔ）｜＝｜
１

－ｑ（ｔ）∫
ｔ

０
ｆ（ｕ′（ｓ））ｄｓ｜≤

　　 １／ｑ ∞ η∫
ｔ

０
｜ｕ′（ｓ）｜ｄｓ≤

　　 １／ｑ ∞‖ｕ‖∞｜η｜ｔ≤‖ｕ‖∞．
记

Ω１：＝｛ｕ∈Ｘ：‖ｕ‖∞≤－Ｈ１｝．
则‖Ａｕ‖∞≤‖ｕ‖∞，ｕ∈Ｋ∩Ω１．又 因 为ｆ∞ ＝

∞，故存在Ｈ
∧

２＜０，使得对任意的ｕ′≤Ｈ
∧

２ 有

ｆ（ｕ′）≥－
４‖ｑ‖∞

σ
ｕ′．

记

Ｈ２：＝ｍｉｎ　２　Ｈ１，２　Ｈ
∧

２｛ ｝，

Ω２：＝ ｕ∈Ｘ：‖ｕ‖∞＜－Ｈ２｛ ｝．
则

ｕ′１／２（ ）＝
１

－ｑ（１／２）∫
１／２

０
ｆ（ｕ′（ｓ））ｄｓ ≥

　　
１

‖ｑ‖∞∫
１／２

０
ｆ（ｕ′（ｓ））ｄｓ ≥

　　
４

‖ｑ‖∞
－
１
σ∫

１／２

１／４
ｕ′（ｓ）ｄｓ ≥ ‖ｕ‖∞．

故‖Ａｕ‖∞≥‖ｕ‖∞，ｕ∈Ｋ∩Ω２．由引理２．３可得

算子Ａ在Ｋ∩（Ω２＼Ω１）上有一个不动点，并有－Ｈ１

≤‖ｕ‖∞≤－Ｈ２．进而由Ｇ（ｔ，ｓ）＞０得ｕ（ｔ）＞０，ｔ
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∈（０，１）．即问题（４）存在一个正解．
（ｉｉ）次线性情形．此时ｆ０＝∞且ｆ∞＝０．因为ｆ０

＝∞，故 取 Ｈ１＜０，使 得 对 任 意 Ｈ１≤ｕ′≤０，有ｆ

（ｕ′）≥^ηｕ′，其中η^≤－
４‖ｑ‖∞

σ
．则 对 任 意ｕ∈Ｋ，

‖ｕ‖∞＝－Ｈ１ 有

ｕ′１／２（ ）＝
１

－ｑ　１／２（ ）∫
１／２

０
ｆ（ｕ′（ｓ））ｄｓ ≥

　　
１
４ η^

１
‖ｑ‖∞

ｕ′ ≥ ‖ｕ‖∞．

记Ω１：＝｛ｕ∈Ｘ：‖ｕ‖∞ ＜－Ｈ１｝．则‖Ａｕ‖∞ ≥

‖ｕ‖∞，ｕ∈Ｋ∩Ω１．又因为ｆ∞＝０，故存在Ｈ
∧

２＜

０，使得对任意的ｕ′＜Ｈ
∧

２ 有ｆ（ｕ′）≤λｕ′，其中λ＜
０满足－ｔλ １／ｑ ∞ ≤１．考虑以下两种情形：

（ｉ）ｆ有界．存在Ｍ，对任意的ｕ′∈（－∞，０）有

ｆ（ｕ′）≤Ｍ．取

Ｈ２＝ｍｉｎ　２　Ｈ１，－ｔＭ
１
ｑ ∞

｛ ｝，
使得对ｕ∈Ｋ，‖ｕ‖∞＝－Ｈ２ 有

｜ｕ′（ｔ）｜≤ １／ｑ ∞∫
ｔ

０
ｆ（ｕ′（ｓ））ｄｓ ≤

　　 １／ｑ ∞｜Ｍｔ｜＝‖ｕ‖∞．
所以‖Ａｕ‖∞≤‖ｕ‖∞．

（ｉｉ）ｆ无界．取

Ｈ２＜ｍｉｎ　２　Ｈ１，Ｈ
∧

２｛ ｝，
使得ｆ（ｕ′）≤‖ｑ‖∞ｆ（Ｈ２），Ｈ２≤ｕ′＜０．则对ｕ∈
Ｋ，‖ｕ‖∞＝－Ｈ２ 有

｜ｕ′（ｔ）｜＝
１

－ｑ（ｔ）∫
ｔ

０
ｆ（ｕ′（ｓ））ｄｓ ≤

　　 １／ｑ ∞∫
ｔ

０
ｆ（Ｈ２）ｄｓ ≤

　　 １／ｑ ∞ －λＨ２∫
ｔ

０
ｄｓ ≤ Ｈ２ ＝‖ｕ‖∞．

无论何种情况，只要令Ω２＝｛ｕ∈Ｋ：‖ｕ‖∞＜－Ｈ２｝
就有‖Ａｕ‖∞≤‖ｕ‖∞，ｕ∈Ｋ∩Ω２．则由引理２．３可

得算子Ａ在Ｋ∩（Ω２＼Ω１）上有一个不动点，并有－Ｈ１

≤‖ｕ‖∞≤－Ｈ２．进而由Ｇ（ｔ，ｓ）＞０得ｕ（ｔ）＞０，ｔ∈
（０，１）．即问题（４）存在一个正解．证毕．

定理１．２的证明　令

Ｍ＜－
４‖ｑ‖∞

σ
（７）

由ｆ０＝ｆ∞＝∞与（５）式，存在ｒ＜０，ｒ＞ｍ 且ｒ≤ｕ′
≤０满足ｆ（ｕ′）≥Ｍｕ′．事实上，我们有

‖Ａｕ‖∞ ≥ ｕ′１／２（ ）＝

　　
１

－ｑ　１／２（ ）∫
１／２

０
ｆ（ｕ′（ｓ））ｄｓ ≥

　　
１

‖ｑ‖∞
Ｍ∫

３／４

１／４
ｕ′（ｓ）ｄｓ ≥

　　 σ
４‖ｑ‖∞

‖ｕ‖∞｜Ｍ｜≥ ‖ｕ‖∞．

因此，由引理２．４可得

ｉ（Ａ，Ｋ｜ｒ｜，Ｋ）＝０ （８）
对同样满足（７）式的Ｍ，由ｆ０＝ｆ∞ ＝∞知存在Ｒ１
＜０，使 得 ｆ（ｕ′）≥Ｍｕ，ｕ′≤Ｒ１．令 Ｒ ＜ ｍｉｎ
ｍ，２Ｒ１｛ ｝．对ｕ′∈ＫＲ，有

‖Ａｕ‖∞ ≥ ｕ′１／２（ ）＝

　　
１

－ｑ　１／２（ ）∫
１／２

０
ｆ（ｕ′（ｓ））ｄｓ ≥

　　
１

‖ｑ‖∞
Ｍ∫

３／４

１／４
ｕ′（ｓ）ｄｓ ≥

　　 σ
４‖ｑ‖∞

‖ｕ‖∞｜Ｍ｜≥ ‖ｕ‖∞．

因而由引理２．４可得

ｉ（Ａ，Ｋ｜Ｒ｜，Ｋ）＝０ （９）
另一方面，由（Ｈ２）可得，对ｕ′∈Ｋｍ，有

‖Ａｕ‖∞ ＝ｍａｘ
０≤ｔ≤１

１
－ｑ（ｔ）∫

ｔ

０
ｆ（ｕ′（ｓ））ｄｓ ≤

　　 η １／ｑ ∞∫
ｔ

０
‖ｕ‖∞ｄｓ＝‖ｕ‖∞．

因而由引理２．４可得

ｉ（Ａ，Ｋ｜ｍ｜，Ｋ）＝１ （１０）
由式（８）～（１０）得ｉ（Ａ，Ｋ｜Ｒ｜＼Ｋ｜ｍ｜，Ｋ）＝１，ｉ（Ａ，

Ｋ｜ｍ｜＼Ｋ｜ｒ｜，Ｋ）＝－１．因此，Ａ 在Ｋ｜Ｒ｜＼Ｋ｜ｍ｜上有一

个不动点ｕ１，在Ｋ｜ｍ｜＼Ｋ｜ｒ｜上 有 一 个 不 动 点ｕ２，这

都是边值问题（４）的解，且ｕ１（ｔ）＞０，ｕ２（ｔ）＞０，０＜｜
ｕ１｜＜－ｍ＜｜ｕ２｜，ｔ∈（０，１）．证毕．

定理１．３的证明　由于ｆ０＝ｆ∞＝０，可令ε＜０
使得ｆ（ｕ′）≤Ｍ＋εｕ′，ｕ′≤０，ｔ∈［０，１］．那么

（Ａｕ）′（ｔ）≤ １／ｑ ∞∫
ｔ

０
（Ｍ ＋εｕ′）ｄｓ．

令ε足 够 大，Ｒ＜ｍ 足 够 小，则 有‖Ａｕ‖∞ ＜‖ｕ
‖∞，ｕ∈Ｋ｜Ｒ｜．故由引理２．４可得

ｉ（Ａ，Ｋ｜Ｒ｜，Ｋ）＝１ （１１）
同样，对ｍ＜ｒ＜０，有
ｉ（Ａ，Ｋ｜ｒ｜，Ｋ）＝１ （１２）

另一方面，由（Ｈ３）可得，对ｕ′∈Ｋｍ，有

‖Ａｕ‖∞ ≥ ｕ′１／２（ ）＝

　　
１

－ｑ　１／２（ ）∫
１／２

０
ｆ（ｕ′（ｓ））ｄｓ ≥

　　
１

‖ｑ‖∞∫
１／２

０
２ｍ‖ｑ‖∞ｄｓ ＝｜ｍ｜＝‖ｕ‖∞ ．

因而，由引理２．４可得

ｉ（Ａ，Ｋ｜ｍ｜，Ｋ）＝０ （１３）

７１０１
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由式（１１）～（１３）得ｉ（Ａ，Ｋ｜Ｒ｜＼Ｋ｜ｍ｜，Ｋ）＝－１．ｉ（Ａ，

Ｋ｜ｍ｜＼Ｋ｜ｒ｜，Ｋ）＝１．因此，Ａ 在Ｋ｜Ｒ｜＼Ｋ｜ｍ｜上有一个不

动点ｕ１，在Ｋ｜ｍ｜＼Ｋ｜ｒ｜上 有 一 个 不 动 点ｕ２，这 都 是

边值问题（４）的解，且ｕ１（ｔ）＞０，ｕ２（ｔ）＞０，０＜｜ｕ１｜
＜－ｍ＜｜ｕ２｜，ｔ∈（０，１）．证毕．

４　应　用

考虑非线性二阶边值问题

ｕ″（ｔ）＋ｆ（ｕ′（ｔ））＝０，ｔ∈（０，１），

ｕ′（０）＝０，ｕ（１）＋ｕ′（１）＝０｛ （１４）

正解的存 在 性，其 中ｑ（ｔ）≡０，ｃ＝ｄ＝１，ｆ（ｕ′）＝
（ｕ′）２（２＋ｓｉｎｕ′）．易见条件（Ｈ１）满足，且简单计算

可得

ｆ０：＝ｌｉｍ
ｕ′→０－

（ｕ′）２（２＋ｓｉｎｕ′）
ｕ′ ＝０，

ｆ∞：＝ｌｉｍ
ｕ′→－∞

（ｕ′）２（２＋ｓｉｎｕ′）
ｕ′ ＝∞．

故由定理１．１可知问题（１４）至少存在一个正解．
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