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０　引言

本文中的 环 均 指 有 单 位 元 的 交 换Ｒ 环，模 均

指酉模．当Ｒ是左右Ｎｏｅｔｈｅｒ环时，Ａｕｓｌａｎｄｅｒ与

Ｂｒｉｄｇｅｒ［１］对Ｒ上的 任 意 有 限 生 成 模Ｍ 引 入 了Ｇ－
维数Ｇ－ｄｉｍＲ（Ｍ）．Ｅｎｏｃｈｓ和Ｊｅｎｄａ［２，３］使用不同方

法对任意环 上 的 任 意 模 引 入 了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投 射 维

数，推 广 了 Ａｕｓｌａｎｄｅｒ与Ｂｒｉｄｇｅｒ的 结 论．随 后，

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ内射维数与Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ平坦维数的概念

也被Ｅｎｏｃｈｓ［３－５］、Ｃｈｒｉｓｔｅｎｓｅｎ［６，７］等 相 继 引 入，他

们证明了这些维数与经典的同调维数具有许多类似

的性质．文献［８，９］研究了Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射、内射

和平坦模的一种特殊情形，即强Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射、
内射和平坦模．

在Ｅｎｏｃｈｓ和Ｊｅｎｄａ给出的Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投 射 模

和Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ内 射 模 的 定 义 中，投 射 模 类 和 内 射

模类分别发挥着重要作用．而利用半对偶模研究同

调维数是近几年比较活跃的研究方向［６，１０，１１］．利用

半对偶模Ｃ，将Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模定义中的投射模

类替换为Ｃ－投 射 模 类，可 以 定 义 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投

射模．类似地，用Ｃ－内 射 模 类 和Ｃ－平 坦 模 类 分 别

替换内射模 和 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ平 坦 模 定 义 中 的 内 射 模

类和 平 坦 模 类，可 以 定 义 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－内 射 模 和

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－平 坦 模．相 应 地 可 以 定 义 模 的

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投 射 维 数 等．为 了 研 究 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
Ｃ－投射维数，本文引入强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模的

概念，并证明了对Ｂａｓｓ类中的任意模Ｍ 和非负整

数ｎ，Ｍ 的Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射维数不超过ｎ当且仅

当Ｍ 是某个强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模的直和因子．

１　预备知识

本文所涉及的概念见文献［８，１１，１２］．以下称

１
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形如ＣＲＰ（ＨｏｍＲ（Ｃ，Ｉ））的模为Ｃ－投射模（Ｃ－内射

模），其中Ｐ是投射模（Ｉ是内射模）．Ｒ－模Ｍ 的Ｃ－
投射维数记作ＰＣ－ｐｄＲ（Ｍ）．

定义１［１３］　称Ｒ－模Ｍ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投 射

模，如果存在Ｒ－模的正合序列

Ｘ＝ →… ＣＲＰ →１ ＣＲＰ →０
　　ＣＲＰ →０ ＣＲＰ →１ …，

使得以下三条成立：
（１）ＭＣｏｋｅｒ（ＣＲＰ →１ ＣＲＰ０）；
（２）所有的Ｐｉ 和Ｐｉ 是投射模；
（３）对任意投射Ｒ－模Ｑ，ＨｏｍＲ（Ｘ，ＣＲＱ）是

正合的．
定义２［１３］　称Ｒ－模Ｍ 是强Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射

模，如果存在Ｃ－投射模的正合序列

Ｓ＝ … →
ｆ
ＣＲＰ →

ｆ
ＣＲＰ →

ｆ

　　ＣＲＰ →
ｆ
ＣＲＰ →

ｆ …，
使 得 Ｍ  Ｋｅｒ（ｆ），且 对 任 意 投 射 Ｒ－模 Ｑ，

ＨｏｍＲ（Ｓ，ＣＲＱ）是正合的．
定义３［１３］　定义Ｒ－模Ｍ 的Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射

维数ＧＣ－ｐｄＲ（Ｍ）＝ｉｎｆ｛ｎ 存 在Ｒ－模 的 正 合 序 列

→０ Ｇ →ｎ Ｇｎ →－１ →… Ｇ →０ →Ｍ　 ０，其中

Ｇｉ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射Ｒ－模｝．
Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－内 射 模、强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－内 射

模和Ｒ－模Ｍ 的Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－内射维数的定义可以

对偶地给出．

２　Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射维数的刻画

为了 研 究 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－同 调 维 数，本 文 引 入

强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模和内射模的概念．
　　定义４　设ｎ是任意正整数．

（１）称 左Ｒ－模 Ｍ 是 强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ投 射

模，如果存在左Ｒ－模的短正合序列

→０ → → →Ｍ　 Ｐ　 Ｍ　 ０
其中ＰＣ－ｐｄＲ（Ｐ）≤ｎ，并且对任意Ｃ－投射模Ｑ，都

有Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｍ，Ｑ）＝０．
　　 （２）称 左Ｒ－模Ｍ 是 强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－内 射

模，如果存在左Ｒ－模的短正合序列

→０ → → →Ｍ　 Ｉ　 Ｍ　 ０
其中ＩＣ－ｉｄＲ（Ｉ）≤ｎ，并且对任意Ｃ－内射模Ｅ，都有

Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｅ，Ｍ）＝０．
显 然， 强 ０－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投 射 模 是 强

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模．
引理１［１３］　任意左Ｒ－模Ｍ 是强Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－

投射模，如果存在左Ｒ－模的短正合序列

→０ →Ｍ　 ＣＲ → →Ｐ　 Ｍ　 ０
其中Ｐ是投射模，并且对任意ＰＣ－投射维数有限的

Ｒ－模Ｑ 和任意的ｉ≥１，都有Ｅｘｔｉ＋１Ｒ （Ｅ，Ｑ）＝０．
定义５［１１］　 相 对 于 半 对 偶 模 Ｃ 的 Ｂａｓｓ类

ＢＣ（Ｒ）是由满足以下条件的所有Ｒ－模Ｎ 构成的：
（ａ）对 任 意 的ｉ≥１，ＥｘｔｉＲ （Ｃ，Ｍ）＝０＝

Ｔｏｒ　Ｒｉ（Ｃ，ＨｏｍＲ（Ｃ，Ｎ））；
（ｂ）自然赋值映射ＣＲＨｏｍＲ（Ｃ，Ｎ →） Ｎ 是

同构．
引理２　设ｎ是 一 个 非 负 整 数，Ｍ∈ＢＣ（Ｒ），

ＧＣ－ｐｄＲ（Ｍ）＝ｎ．则Ｍ 有一个满的Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投

射预 覆 盖φ： →Ｇ　 Ｍ，且ＰＣ－ｐｄＲ（Ｋｅｒφ）≤ｎ－１
（若ｎ＝０，则Ｋｅｒφ＝０）．

证明　因为Ｍ∈ＢＣ（Ｒ），由文献［１１］知，存在

Ｒ－模的正合序列：

→０ Ｋ →ｎ ＣＲＨｎ－ →１ →…

　　ＣＲＨ →０ →Ｍ　 ０，

其 中 Ｈ０，…，Ｈｎ－１ 是 投 射 模，Ｋｎ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
Ｃ－投射模．对模Ｋｎ，存在Ｒ－模的正合序列：

→０ Ｋ →ｎ ＣＲＱ →０ →…

　　ＣＲＱｎ－ →１ →Ｇ　 ０，

其中Ｑ０，…，Ｑｎ－１是 投 射 模，Ｇ是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投

射模，且对 任 意 投 射Ｒ－模Ｑ，ＨｏｍＲ（－，ＣＲＱ）
保持此序列的正合性．从而有以下交换图：

→０ Ｋ →ｎ ＣＲＱ０ →　 →… ＣＲＱｎ →－１ →Ｇ ０
　 　‖　　 　↓　　　　　　　　↓　　　　↓
→０ Ｋ →ｎ ＣＲＨｎ →－１ →… ＣＲＨ →０ →Ｍ　 ０

　　由映射锥定理［５］知有正合复形

→０ ＣＲＱ →０ ＣＲ（Ｈｎ－１ Ｑ１ →）

　　 →… （ＣＲＨ０） → →Ｇ　 Ｍ　 ０
记Ｇ０＝（ＣＲＨ０）Ｇ，Ｐｉ＝ＨｉＱｎ－ｉ，１≤ｉ≤ｎ－１，
Ｐｎ＝Ｑ０，其 中 Ｐｉ 是 投 射 的．Ｇ０ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

Ｃ－投射模，因 此φ：Ｇ →０ Ｍ 的 核Ｋ＝Ｋｅｒφ满 足

ＰＣ－ｐｄＲ（Ｋ）≤ｎ－１．又因为ＧＣ－ｐｄＲ（Ｍ）＝ｎ，所以

ＰＣ－ｐｄＲ（Ｋ）＝ｎ－１．因为Ｋ 的ＰＣ－投射 维 数 有 限，
所以对任意Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模Ｑ′，有Ｅｘｔ１Ｒ（Ｑ′，

Ｋ）＝０．因此同态

２
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ＨｏｍＲ（Ｑ′，φ）：ＨｏｍＲ（Ｑ′，Ｇ０ →） ＨｏｍＲ（Ｑ′，Ｍ）
是满的．故φ：Ｇ →０ Ｍ 是Ｍ 的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投
射预覆盖．　　】

引理３　设ｎ是 一 个 非 负 整 数，Ｍ∈ＢＣ（Ｒ），

Ｍ 是强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模，则

（１）若 →０ →Ｎ　 Ｐ →ｎ →… Ｐ →１
→

Ｍ
０是 正 合 序 列，其 中 每 个Ｐｉ 都 是Ｃ－投 射 的，

则Ｎ 是强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投 射 的，且ＧＣ－ｐｄＲ（Ｍ）

≤ｎ．
（２）若 →０ → → →Ｍ　 Ｐ　 Ｍ　 ０是 短 正 合

序 列，其 中 ＰＣ－ｐｄＲ（Ｐ）＜∞，则 ＧＣ－ｐｄＲ（Ｍ）＝
ＰＣ－ｐｄＲ（Ｐ），且 当 ｋ＝ＰＣ－ｐｄＲ （Ｐ）时，Ｍ 是 强

ｋ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模．
证明　 （１）若ｎ＝０，由 引 理１知 结 论 成 立．

否则，因为 Ｍ 是 强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投 射 模，所 以

存在短正合序列

→０ → → →Ｍ　 Ｐ　 Ｍ　 ０
其中ＰＣ－ｐｄＲ（Ｐ）≤ｎ．考虑Ｍ 的长度为ｎ的Ｃ－投射

分解

→０ →Ｎ　 Ｐ →ｎ →… Ｐ →１ →Ｍ　 ０
则有正合交换图

０　　　０　　　　　　　０　　０
↓　　　↓　　　　　　　↓　　↓

→０ →Ｎ 　Ｐｎ →　 →… 　Ｐ１ →　 →Ｍ　 ０
↓　　　↓　　　　　　　↓　　↓

→０ →Ｑ　 ＰｎＰ →ｎ →… Ｐ１Ｐ →１ →Ｐ　 ０
↓　　　↓　　　　　　　↓　　↓

→０ →Ｎ 　Ｐｎ →　 →… 　Ｐ１ →　 →Ｍ　 ０
↓　　　↓　　　　　　　↓　　↓
０　　　０　　　　　　　０　　０

因为ＰＣ－ｐｄＲ（Ｐ）≤ｎ，所以Ｑ是Ｃ－投射的．对

任意Ｃ－投射模Ｋ，Ｅｘｔ１Ｒ（Ｎ，Ｋ）＝Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｍ，Ｋ）＝
０．因此由引理１得Ｎ 是 强Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投 射 模，

所以ＧＣ－ｐｄＲ（Ｍ）≤ｎ．
（２）对短正合序列 →０ → → →Ｍ　 Ｐ　 Ｍ

０，由（１）知Ｇｃ－ｐｄＲ（Ｍ）＜∞．所以ｋ＝Ｐｃ－ｐｄＲ（Ｐ）＝
Ｇｃ－ｐｄＲ（Ｐ）＝ｍａｘ｛Ｇｃ－ｐｄＲ （Ｍ），Ｇｃ－ｐｄＲ （Ｍ）｝＝
Ｇｃ－ｐｄＲ（Ｍ）．故对任意Ｃ－投射模Ｋ，Ｅｘｔ　ｋ＋１Ｒ （Ｍ，Ｋ）

＝０，则Ｍ 是强ｋ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模．　　】

注１　将引理３（２）的条件Ｍ∈ＢＣ（Ｒ）改为Ｍ
的Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射维数有限时结论仍成立．

定理１　设Ｍ∈ＢＣ（Ｒ）．则对任意非负整数ｎ，

ＧＣ－ｐｄＲ（Ｍ）≤ｎ当且仅当Ｍ 是某个强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
Ｃ－投射模的直和因子．

证明　若ｎ＝０，则结论成立．

假设ＧＣ－ｐｄＲ（Ｍ）≤ｎ，则由引理２知，存在正

合序列

→０ → → →Ｋ　 Ｇ　 Ｍ　 ０
其中Ｇ是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模，ＰＣ－ｐｄＲ（Ｋ）≤ｎ－１．
根据 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投 射 模 的 定 义，存 在 短 正 合 序

列 →０ → →Ｇ　 Ｐ　 Ｇ →０ ０，其中Ｐ是Ｃ－投射

模，Ｇ０ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模．考虑 →Ｇ　 Ｐ 与

→Ｇ　 Ｍ 的推出图：

　　　０　　０
　　　↓　　↓
　　　Ｋ　＝Ｋ
　　　↓　　↓

→０ → →Ｇ　 Ｐ　 Ｇ →０ ０
　　　↓　　↓　 ‖

→０ → →Ｍ　 Ｄ　 Ｇ →０ ０
　　　↓　　↓
　　　０　　０

由正 合 序 列 →０ → → →Ｋ　 Ｐ　 Ｄ　 ０可 知，

ＰＣ－ｐｄＲ（Ｄ）≤ＰＣ－ｐｄＲ（Ｋ）＋１≤ｎ．
现在，考虑Ｍ 的Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射分解

→０ Ｇ →ｎ Ｐ →ｎ →… Ｐ →１ →Ｍ　 ０
中每个Ｐｉ 是Ｃ－投 射 模，Ｇｎ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投 射

模．由上序列可得短正合序列

→０ Ｇ →１ Ｐ →１ →Ｍ　 ０
→０ Ｇ →２ Ｐ →２ Ｇ →１ ０

　　 　　　
→０ Ｇ →ｎ Ｐ →ｎ Ｇｎ →－１ ０

故所有ＧＣ－ｐｄＲ（Ｇｉ）≤ｎ－ｉ≤ｎ．
考虑Ｇｎ 的Ｃ－投 射 分 解 →… Ｐｎ →＋２ Ｐｎ

→
＋１

Ｐ →ｎ ０，对任意ｉ≥ｎ，由上正合序列，得到

短正合序列 →０ Ｇｉ →＋１ Ｐｉ →＋１ Ｇ →ｉ ０．显然

对所有ｉ≥ｎ，Ｇｉ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模．
另一 方 面，因 为Ｇ０ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投 射 模，

则有Ｇ０ 的 右Ｃ－投 射 分 解 →０ Ｇ →０ Ｐ →１　 Ｐ
→

２

…，使得对任意ｉ≥１，Ｇｉ＝Ｉｍ（Ｐ →ｉ　 Ｐｉ＋１）是

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投 射 模．由 上 序 列，对 任 意ｉ≥０，

→０ Ｇ →ｉ　 Ｐｉ →＋１　 Ｇｉ →＋１　 ０是正合的，所以

　 　　 　　 　

→０ Ｇ →１　 Ｐ →２　 Ｇ →２　 ０

→０ Ｇ →０ Ｐ →１　 Ｇ →１　 ０

→０ → →Ｍ　 Ｄ　 Ｇ →０ ０

→０ Ｇ →１ Ｐ →１ →Ｍ　 ０

→０ Ｇ →２ Ｐ →２ Ｇ →１ ０

　 　　 　　 　
将上述正合序列作直和，有短正合序列

３
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→０ → → →Ｎ　 Ｑ　 Ｎ　 ０
其中Ｎ＝

ｉ≥１
ＧｉＭ

ｉ≥０
Ｇｉ，Ｑ＝

ｉ≥１
ＰｉＤ

ｉ≥１
Ｐｉ．显然

ＰＣ－ｐｄＲ（Ｑ）≤ＰＣ－ｐｄＲ（Ｄ）≤ｎ，

ＧＣ－ｐｄＲ（Ｎ）＝ｓｕｐ｛ＧＣ－ｐｄＲ（Ｇｉ），

　　ＧＣ－ｐｄＲ（Ｇｉ），ＧＣ－ｐｄＲ（Ｍ）｝≤ｎ．
所以Ｎ 是强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模且Ｍ 是Ｎ 的直

和因子．　　】
注２　特 别 地，取Ｃ＝Ｒ，则 强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

Ｃ投射模类与强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模类一致．
推论１　设 Ｍ 是 一 个 模．则 对 任 意 非 负 整 数

ｎ，Ｍ 的Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射维数不超过ｎ，当且仅当

Ｍ 是某个强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模的直和因子．

３　强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模的性质

强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模的性质对于刻画模的

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射维数有很重要的作用，本节研究

强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模的性质．
命题１　 （１）（Ｍｉ）ｉ∈Ｉ是 一 族 强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

Ｃ投射模，则
ｉ∈Ｉ
Ｍｉ 也是强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ投射模．

（２）（Ｍｉ）ｉ∈Ｉ是一族强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－内射模，

则∏
ｉ∈Ｉ
Ｍｉ 也是强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－内射模．

证明　 （１）因为每个Ｍｉ 都是强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
Ｃ－投射模，则对任意ｉ∈Ｉ，存在正合序列 →０ Ｍ
→

ｉ

Ｐ →ｉ Ｍ →ｉ ０，其中ＰＣ－ｐｄＲ（Ｐｉ）≤ｎ，并且

对任意Ｃ－投射模Ｑ，Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｍ，Ｑ）＝０．考虑正合

序列

→０ 
ｉ∈Ｉ
Ｍ →ｉ 

ｉ∈Ｉ
Ｐ →ｉ 

ｉ∈Ｉ
Ｍ →ｉ ０

因为ＰＣ－ｐｄＲ（
ｉ∈Ｉ
Ｐｉ）≤ｓｕｐ｛ＰＣ－ｐｄＲ（Ｐｉ）ｉ∈Ｉ｝，且

对 任 意 Ｃ－投 射 模 Ｑ，Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （
ｉ∈Ｉ
Ｍｉ，Ｑ） ＝

∏Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｍｉ，Ｑ）＝ ０． 因 此，
ｉ∈Ｉ
Ｍｉ 也 是 强

ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模．
（２）证明类似（１）．　　】
定理２　对 任 意 的 模 Ｍ∈ＢＣ（Ｒ）和 正 整 数ｎ，

下列条件等价：
（１）Ｍ 是强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模；
（２）存在正合序列 →０ → → →Ｍ　 Ｑ　 Ｍ

０，其中ＰＣ－ｐｄＲ（Ｑ）≤ｎ，并 且 对 所 有 的ｉ＞ｎ和

ＰＣ－投射维数有限的模Ｐ，ＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｐ）＝０；
（３）存在正合序列 →０ → → →Ｍ　 Ｑ　 Ｍ

０，其中ＰＣ－ｐｄＲ（Ｑ）＜∞，且对所有的ｉ＞ｎ和Ｃ－投

射模Ｐ，都有ＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｐ）＝０．
证明　（１）（２）．根据强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ投

射模的定义，只须证明对任意ｉ＞ｎ和任意的ＰＣ－投

射维数有限的模Ｐ，都有Ｅｘｔ　ｎ＋１Ｒ （Ｍ，Ｐ）＝０．根据

引理２得 ＧＣ－ｐｄＲ（Ｍ）≤ｎ，再 由 文 献［１３］可 得

（２）．
（２）（３）．显然．
（３）（３）．对任意的ｉ＞ｎ和任意的Ｃ－投射

模Ｐ，都 有ＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｐ）＝０．对 任 意 的ｉ＞ｎ，由

→０ → → →Ｍ　 Ｑ　 Ｍ　 ０得到

→… ０＝ＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｐ →） ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｐ →）

　　ＥｘｔｉＲ（Ｍ，Ｐ）＝ →０ …
因此ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｐ）＝０．另 一 方 面，ＧＣ－ｐｄＲ（Ｑ）＝
ＰＣ－ｐｄＲ（Ｑ）＜∞．ＧＣ－ｐｄＲ（Ｑ）＝ＰＣ－ｐｄＲ（Ｑ）≤ｎ，根

据 强 ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ投 射 模 的 定 义，Ｍ 是 强

ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ投射模．　　】
命 题 ２　 设 Ｍ ∈ ＢＣ （Ｒ）， 且 Ｍ 是 强

ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ投射 模（ｎ≥１），则 有 满 同 态φ：

→
Ｎ

Ｍ，其 中 Ｎ 是 强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投 射 模，Ｋ＝
Ｋｅｒφ满足ＰＣ－ｐｄＲ（Ｋ）＝ＧＣ－ｐｄＲ（Ｍ）≤ｎ－１．

证明　类似引理２的证明．　　】
类似文献［９］中的方法，可以得到Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

Ｃ－投 射 模 类 是Ｃ－投 射 可 解 类，而 强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
Ｃ－投射模 类 不 是Ｃ－投 射 可 解 类．事 实 上，假 设 强

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模类是Ｃ－投射可 解 的．设 Ｍ 是

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投 射 模，但 不 是 强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投

射模（这 样 的 模 的 例 子 可 见 文 献［８］），则 由 文 献

［１３］可 知，存 在 一 个 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投 射 模Ｎ，使

得ＭＮ 为强Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模．令Ｌ＝ＭＮ
ＭＮ…，则Ｌ是强Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模．

考虑正合列

→０ →Ｍ　 Ｍ Ｎ  →Ｌ　 Ｎ  →Ｌ　 ０
由于ＭＮＬＬ，ＮＬＬ，所以 →０ →Ｍ
→ →Ｌ　

Ｍ
→ →Ｌ　

Ｍ
→ → ０正合．故Ｍ 是强Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射

模，与假设矛盾．　　】

命题３　设 →０ Ｎ →
α
Ｐ →β →Ｎ′ ０是

Ｒ－模正合序列，其中ＰＣ－ｐｄＲ（Ｐ）＝ｎ＜∞．若Ｎ 是

强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投 射 模，则 Ｎ′是 强 （ｎ＋１）－
Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模．

证明　因 为Ｎ 是 强Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投 射 模，所

以存在左Ｒ－模的短正合序列

→０ Ｎ →

Ｑ →

γ
→Ｎ　 ０

其中Ｑ是Ｃ－投 射 模，且 对 任 意ＰＣ－投 射 维 数 有 限

的Ｒ－模Ｋ，有Ｅｘｔ１Ｒ（Ｎ，Ｋ）＝０．因 为ＰＣ－ｐｄＲ（Ｐ）

＜∞，则存在正合序列

→０ ＨｏｍＲ（Ｎ，Ｐ）
ＨｏｍＲ（γ，Ｐ

→
）
ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｐ）

　　
ＨｏｍＲ（，Ｐ

→
）
ＨｏｍＲ（Ｎ，Ｐ →） ０

４
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因此对α： →Ｎ　 Ｐ 有同态λ： →Ｑ　 Ｐ，使得α＝λ
．则下图可换

→０ Ｎ →

　Ｑ →

γ
→Ｎ　 ０

　　α↓　 　φ↓　　α↓

→０ Ｐ →
ｉ
ＰＰ →

ｉ
→Ｐ　 ０

其中φ（ｑ）＝（λ（ｑ），αγ（ｑ））定义了同态φ： →Ｑ　 Ｐ
Ｐ，ｉ，ｊ分别表示通常意义下的自然单射和投射．
因此，根据蛇引理有正合序列

→０ →Ｎ′ （ＰＰ）／φ（Ｑ →） →Ｎ′ ０
显然ＰＣ－ｐｄＲ（（ＰＰ）／φ（Ｑ））≤ｎ＋１，ＧＣ－ｐｄＲ（Ｎ′）≤
ｎ＋１．故Ｎ′是强（ｎ＋１）－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模．　　】

命题４　设 →０ → → →Ｎ　 Ｐ　 Ｎ′ ０是Ｒ－模

正合序列，其中Ｐ是Ｃ－投射Ｒ－模，ＧＣ－ｐｄＲ（Ｎ′）＝
ｎ＜∞．则

（１）若Ｎ′是强Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模，则Ｎ 也

是．
（２）若 对 任 意ｎ≥１，Ｎ′是 强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

Ｃ投射 模，则 Ｎ 是 强（ｎ－１）－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投 射

模，且ＧＣ－ｐｄＲ（Ｎ）＝ｎ－１．
证明　 （１）显然．
（２）因为Ｎ′是 强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ投 射 模，则

存在短 正 合 序 列 →０ → → →Ｎ′ Ｑ　 Ｎ′ ０，其

中ＰＣ－ｐｄＲ（Ｑ）≤ｎ．因为ＧＣ－ｐｄＲ（Ｎ′）＝ｎ，由 引 理

３，ＰＣ－ｐｄＲ（Ｑ）＝ｎ．
另一方面，有如下交换图：

　　　０　 　０　 　０
　　　↓　 　↓　 　↓

→０ → → →Ｎ　 Ｐ　 Ｎ′ ０
　　　↓　 　↓　 　↓

→０ →Ｑ′ Ｐ → →Ｐ　 Ｑ　 ０
　　　↓　 　↓　 　↓

→０ → → →Ｎ　 Ｐ　 Ｎ′ ０
　　　↓　 　↓　 　↓
　　　０　 　０　 　０

因为Ｐ是Ｃ－投射模，故ＰＣ－ｐｄＲ（Ｑ′）＝ｎ－１．又因

为ＧＣ－ｐｄＲ（Ｎ′）＝ｎ，所 以ＧＣ－ｐｄＲ（Ｎ）＝ｎ－１，则

Ｎ 是强（ｎ－１）－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－投射模．　　】
对偶地，可以得到强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ内射模的

相关结论．
称模 Ｍ 是 强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　Ｃ－平 坦 模，如 果 存

在短正合序列

→０ → → →Ｍ　 Ｆ　 Ｍ　 ０
其中ＦＣ－ｆｄＲ（Ｆ）≤ｎ，并 且 对 任 意Ｃ－内 射 模Ｉ，都

有Ｔｏｒ　Ｒｎ＋１（Ｉ，Ｍ）＝０．
命题５　设Ｍ 是Ｒ－模，若Ｍ 是强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

Ｃ平坦 模，则 Ｍ 的 示 性 模Ｍ＋ 是 强ｎ－Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
Ｃ－内射模．

证明　Ｅｘｔ　ｎＲ（Ｎ，Ｍ＋）Ｔｏｒ　Ｒｎ（Ｎ，Ｍ）＋，结合文

献［１４］，易证．　　】
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