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摘要：先运用Ｆａｅｄｏ－Ｇａｌｅｒｋｉｎ方法证明带时滞的非经典扩散方程弱解的适定性，再运用收缩
函数的方法给出拉回Ｄ －渐近紧性，从而证明了依赖于时间的拉回吸引子的存在性．
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０　引　言

设Ω瓗ｎ（ｎ≥３）是具有适当光滑边界Ω的有界区域，本文考虑如下带时滞的非经典扩散方程解
的渐近行为：

ｔｕ－ε（ｔ）ｔΔｕ－Δｕ＝ｆ（ｕ）＋ｇ（ｔ，ｕｔ）＋ｋ（ｔ），　（ｘ，ｔ）∈Ω×［τ，∞），

ｕ（ｘ，ｔ）＝０，　ｘ∈Ω，　ｔ≥τ，

ｕ（ｘ，τ＋θ）＝（ｘ，θ），　ｘ∈Ω，　θ∈ ［－ｈ，０
烅
烄

烆 ］，
（１）

其中：τ∈瓗；ｇ是一个算子；ｋ是依赖于时间的外力项；∈Ｃ（［－ｈ，０］；Ｈτ）是初始值，ｈ（＞０）是时滞
效果的长度；并且对每个ｔ≥τ，用ｕｔ表示定义在［－ｈ，０］上的函数ｕｔ（θ）＝ｕ（ｔ＋θ），θ∈［－ｈ，０］．

用ＣＸ 表示具有最大值范数的Ｂａｎａｃｈ空间Ｃ（［－ｈ，０］；Ｘ）．对ｕ∈ＣＸ，范数定义为‖ｕ‖ＣＸ＝
ｍａｘ

ｔ∈［－ｈ，０］
‖ｕ（ｔ）‖Ｘ．对算子ｇ（·，·），假设ｇ：瓗×ＣＬ２→Ｌ２（Ω），且满足下列条件：

（Ｈ１）对所有的ξ∈ＣＬ２，函数瓗瓡ｔ ｇ（ｔ，·）∈Ｌ２ 是可测的；



（Ｈ２）对所有的ｔ∈瓗，ｇ（ｔ，０）＝０；
（Ｈ３）存在Ｌｇ＞０，使得对所有的ｔ∈瓗和ξ，η∈ＣＬ２，不等式‖ｇ（ｔ，ξ）－ｇ（ｔ，η）‖２≤Ｌｇ‖ξ－η‖ＣＬ２

成立．

ε（ｔ）∈Ｃ１（瓗）是关于ｔ的有界减函数，且满足下列条件：

ｌｉｍ
ｔ→＋∞
ε（ｔ）＝０． （２）

特别地，由条件（２）可知，存在Ｌ＞０，使得

ｓｕｐ
ｔ∈瓗
［ε（ｔ）＋ ε′（ｔ）］≤Ｌ． （３）

　　时间依赖吸引子的概念由文献［１－２］提出，例如，当波方程

ε（ｔ）ｕｔｔ＋αｕｔ－Δｕ＋ｆ（ｕ）＝ｇ（ｘ） （４）

中的系数ε依赖于时间ｔ时，即使外力项不依赖于ｔ，系统仍是非自治的，且其能量泛函也依赖于时间

ｔ，即

Ｅ（ｔ）＝∫Ω
ｕ　２ｄｘ＋ε（ｔ）∫Ω

ｕｔ ２ｄｘ，

当ｔ→∞，ε（ｔ）→０时，系统的耗散性显然发生了改变，并且在古典理论下得不到其耗散性．
当ε（ｔ）为一个不依赖于时间ｔ的常数时，关于非经典扩散方程的研究已有很多结果：文献［３］研究

了当非线性项次临界增长，外力项ｋ（ｘ，ｔ）恒为ｋ（ｘ）且ｋ（·）∈Ｌ２（Ω）时，非经典扩散方程在Ｈ１
０（Ω）中

全局吸引子的存在性；当外力项ｋ∈Ｌ２ｂ（瓗；Ｌ２（Ω）），非线性项满足临界条件时，文献［４］用算子分解及
渐近正则性估计的方法，得到了具有衰退记忆的非自治非经典扩散方程一致吸引子的存在性；当外力
项ｇ分别属于Ｌ２（Ω）和Ｈ－１（Ω）时，文献［５］得到了具有衰退记忆的自治非经典扩散方程在弱拓扑空
间和强拓扑空间全局吸引子的存在性和正则性；文献［６］得到了当外力项ｋ∈Ｌ２ｂ（瓗；Ｈ１

０（Ω）），非线性
项满足临界条件时，具有衰退记忆的自治非经典扩散方程的强吸引子；文献［７］研究了带时滞的非经
典扩散方程解的存在唯一性及解的渐近性态；文献［８］得到了当非线性项ｆ分别满足临界和多项式增
长条件时，带时滞的非经典扩散方程拉回吸引子的存在性；当非线性项ｆ满足多项式增长条件，外力
项ｋ∈Ｈ－１（瓗）时，文献［９］用渐近压缩半群法证明了全局吸引子在Ｈ１（瓗）中的存在性．

目前，关于偏微分方程时间依赖吸引子的存在性和正则性研究得到广泛关注，如文献［２，１０］系统
地研究了波方程时间依赖吸引子的存在性、渐近性及渐近结构；文献［１１－１２］关于Ｐｌａｔｅ方程分别得到
了时间依赖全局吸引子和强拉回吸引子的存在性；文献［１３］获得了具有低正则性外力项的非经典扩散
方程时间依赖全局吸引子的存在性及正则性结果；文献［１４］研究了非经典扩散方程时间依赖全局吸引
子的存在性及其正则性．本文运用算子分解的方法并结合文献［８］的研究，给出在非线性项满足多项
式增长条件时依赖于时间的拉回吸引子的存在性．

１　预备知识

用（·，·）和‖·‖分别表示Ｌ２（Ω）中的内积和范数，记Ｈ＝Ｌ２（Ω）．对于０≤σ≤２，定义由Ａ生
成的空间族Ｈσ＝ｄｏｍ（Ａσ／２），并赋予如下内积和范数：

（ｗ，ｖ）σ＝〈Ａσ／２　ｗ，Ａσ／２ｖ〉，　　‖ｗ‖σ＝‖Ａσ／２　ｗ‖．
特别地有紧嵌入Ｈσ＋１ Ｈσ．对ｔ∈瓗及０≤σ≤２，引入依赖于时间的空间Ｈσｔ＝Ｈσ＋１，对应依赖于时
间的范数为

‖ｕ‖２Ｈσｔ ＝‖ｕ‖
２
σ＋ε（ｔ）‖ｕ‖２σ＋１．

当σ＝０时，通常记Ｈ０ｔ＝Ｈｔ，对应的范数为‖ｕ‖２Ｈｔ＝‖ｕ‖
２＋ε（ｔ）‖ｕ‖２１．而对空间ＣＸ，当Ｘ＝Ｈｔ时，

空间ＣＨｔ的依赖于时间的范数为

‖ｕ‖２ＣＨｔ ＝‖ｕ‖
２
ＣＬ２（Ω）＋ε（ｔ）‖ｕ‖

２
ＣＨ１
．

由紧嵌入Ｈσ＋１ Ｈσ，显然当０≤σ≤２时，有Ｈσｔ Ｈｔ．Ｐｏｉｎｃａｒé不等式：

λ１‖ｖ‖２ ≤ ‖ｖ‖２，　　ｖ∈Ｈ１，
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其中λ１ 是－Δ算子在Ｄｉｒｉｃｈｌｅｔ边界条件下的的第一特征值．
设｛Ｕ（ｔ，τ）｝ｔ≥τ是度量空间Ｘ 上的过程（双参数半群），即连续映射族｛Ｕ（ｔ，τ）；－∞＜τ≤ｔ＜＋∞｝，

其中Ｕ（ｔ，τ）：Ｘ→Ｘ，使得对ｘ∈Ｘ，Ｕ（ｔ，τ）ｘ＝ｘ，且对所有的τ≤ｒ≤ｔ，有Ｕ（ｔ，τ）＝Ｕ（ｔ，ｒ）Ｕ（ｒ，τ）．
设Ｄ是参数集合 Ｄ^＝｛Ｄ（ｔ）；ｔ∈瓗｝Ｐ（Ｘ）的非空类，其中Ｐ（Ｘ）表示Ｘ的所有非空子集族．

定义１（拉回Ｄ －渐近紧）［８］　如果对ｔ∈瓗，^Ｄ∈Ｄ，τｎ→－∞，ｘｎ∈Ｄ（τｎ），｛Ｕ（ｔ，τｎ）ｘｎ｝∞ｎ＝１在Ｘ
中是准紧的，则称过程｛Ｕ（ｔ，τ）｝ｔ≥τ是拉回Ｄ渐近紧的．

定义２（拉回 Ｄ －吸收集）［８］　如果对ｔ∈瓗，^Ｄ∈Ｄ，存在τ０＝τ０（ｔ，Ｄ）＜ｔ，使得对所有的

τ≤τ０（ｔ，Ｄ），均有Ｕ（ｔ，τ）Ｄ（τ）Ｂ（ｔ），则称Ｂ^∈Ｄ是拉回Ｄ吸收的．
引理１［８］　对过程｛Ｕ（ｔ，τ）｝ｔ≥τ，如果其满足下列条件，则 Ａ^＝｛Ａ（ｔ）；ｔ∈瓗｝Ｐ（Ｘ）在Ｘ中是拉回

Ｄ －吸引子：

１）对所有的ｔ∈瓗，Ａ（ｔ）在Ｘ中是紧的；

２）在Ｘ中Ａ是拉回Ｄ吸引的，即对所有的 Ｄ^∈Ｄ，ｔ∈瓗，ｌｉｍ
τ→－∞

ｄｉｓｔＸ（Ｕ（ｔ，τ）Ｄ（τ），Ａ（ｔ））＝０；

３）^Ａ对－∞＜τ≤ｔ＜＋∞是不变的，即Ｕ（ｔ，τ）Ａ（τ）＝Ａ（ｔ）．
定义３（收缩函数）［９］　设Ｘ为Ｂａｎａｃｈ空间，Ｂ为Ｘ 中的有界集，如果对于任意的序列｛Ｘｎ｝∞ｎ＝１

Ｂ，存在子列｛ｘｎｋ｝
∞
ｋ＝１｛Ｘｎ｝∞ｎ＝１，使得ｌｉｍ

ｋ→∞
ｌｉｍ
ｌ→∞
ψ（ｘｎｋ，ｘｎｌ）＝０，则定义于Ｘ×Ｘ上的函数ψ（·，·）称为

Ｂ×Ｂ上的收缩函数．用Ｃｏｎｔｒ（Ｂ）表示定义于Ｂ×Ｂ上的收缩函数全体．
定理１［９］　 设 ｛Ｕ （ｔ，τ）｝ｔ≥τ 是 Ｂａｎａｃｈ 空 间 Ｘ 上 的 过 程， 且 有 一 个 拉 回 Ｄ －吸 收 集

Ｂ^＝｛Ｂ（ｔ）；ｔ∈瓗｝．此外，对任意的ε＞０，存在Ｔ＝Ｔ（ｔ，^Ｂ，ε）＝ｔ－τ，ψｔ，Ｔ（·，·）∈Ｃｏｎｔｒ（Ｂ），使得对
所有的ｘ，ｙ∈Ｂ（τ），均有

‖Ｕ（ｔ，ｔ－Ｔ）ｘ－Ｕ（ｔ，ｔ－Ｔ）ｙ‖Ｘ ≤ε＋ψｔ，Ｔ（ｘ，ｙ），
其中ψｔ，Ｔ依赖于ｔ和Ｔ．则｛Ｕ（ｔ，τ）｝ｔ≥τ在Ｘ 中是拉回Ｄ －渐近紧的．

定理２［９］　 设 ｛Ｕ （ｔ，τ）｝ｔ≥τ 是 Ｂａｎａｃｈ 空 间 Ｘ 上 的 过 程， 且 有 一 个 拉 回 Ｄ －吸 收 集

Ｂ^＝｛Ｂ（ｔ）；ｔ∈瓗｝．此外，对任意的ε＞０，存在Ｔ＝Ｔ（ｔ，^Ｂ，ε）＝ｔ－τ，ψｔ，Ｔ（·，·）∈Ｃｏｎｔｒ（Ｂ），使得对
所有的ｘ，ｙ∈Ｂ（τ），均有

‖Ｕ（ｔ，ｔ－Ｔ）ｘ－Ｕ（ｔ，ｔ－Ｔ）ｙ‖Ｘ ≤ε＋ψｔ，Ｔ（ｘ，ｙ），
其中ψｔ，Ｔ依赖于ｔ和Ｔ．则｛Ｕ（ｔ，τ）｝ｔ≥τ在Ｘ 中是拉回Ｄ －渐近紧的．

定理３［９］　设｛Ｕ（ｔ，τ）｝ｔ≥τ是Ｂａｎａｃｈ空间Ｘ上的一个过程．若其满足下列条件：

１）｛Ｕ（ｔ，τ）｝ｔ≥τ在Ｘ 中有拉回Ｄ －吸收集Ｂ^０；

２）｛Ｕ（ｔ，τ）｝ｔ≥τ在Ｂ^０ 中是拉回Ｄ －渐近紧的．
则｛Ｕ（ｔ，τ）｝ｔ≥τ在Ｘ 中拥有拉回Ｄ －吸引子．

２　解的适定性

假设外力项ｋ（·）∈Ｌ２ｌｏｃ（瓗；Ｌ２（Ω）），非线性项ｆ∈Ｃ（瓗，瓗），且对一些正常数ｃ０，ｃ１，ｃ２ 和所有的

ｕ，ｖ∈瓗，满足
（ｆ（ｕ）－ｆ（ｖ））（ｕ－ｖ）≤ｌ（ｕ－ｖ）２， （５）

－ｃ０－ｃ１ ｕ　ｐ ≤ｆ（ｕ）ｕ≤ｃ０－ｃ２ ｕ　ｐ，　　ｐ≥２． （６）

　　令Ｆ（ｕ）＝∫
ｕ

０
ｆ（ｒ）ｄｒ，则由式（６）知，存在常数 槇ｃｉ＞０（ｉ＝０，１，２），使得对ｕ∈瓗，有

－ 槇ｃ０－ 槇ｃ１ ｕ　ｐ ≤Ｆ（ｕ）≤ 槇ｃ０－ 槇ｃ２ ｕ　ｐ． （７）

　　定义４　对所有的 Ｔ＞τ，方程（１）的弱解是函数ｕ∈Ｃ（［τ－ｈ，Ｔ；Ｈｔ）∩Ｌ２（τ，Ｔ；Ｈ１）∩
Ｌｐ（τ，Ｔ；Ｌｐ（Ω）），其中对所有的ｔ∈［τ－ｈ，τ］，ｕ（ｔ）＝０（ｔ－τ），且对所有φ∈Ｈｔ，在［τ，＋∞）上满足

ｄ
ｄｔ
［（ｕ（ｔ），φ）＋ε（ｔ）（ｕ，φ）］＋（１－ε′（ｔ））（ｕ，φ）＝（ｆ（ｕ（ｔ）），φ）＋（ｇ（ｔ，ｕｔ），φ）＋（ｋ（ｔ），φ）．

　　注１　如果ｕ（ｔ）是方程（１）的弱解，则对所有τ≤ｓ≤ｔ，其满足能量方程
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‖ｕ（ｔ）‖２ＣＨｔ ＋２∫
ｔ

ｓ
（１－ε′（ｒ））‖ｕ（ｒ）‖２ｄｒ＝

‖ｕ（ｓ）‖２ＣＨτ ＋２∫
ｔ

ｓ
［（ｆ（ｕ（ｒ）），ｕ（ｒ））＋（ｇ（ｒ，ｕｒ），ｕ（ｒ））＋（ｋ（ｒ），ｕ（ｒ））］ｄｒ．

　　定理４　假设ｆ满足式（５），（６），ｇ（·，·）满足假设（Ｈ１）～（Ｈ３），ｋ（·）∈Ｌ２ｌｏｃ（瓗；Ｌ２（Ω）），给定

∈ＣＨτ，则对τ∈瓗，Ｔ＞τ，方程（１）至少存在一个弱解ｕ（·）＝ｕ（·；τ，），且满足ｕ（ｔ）∈
Ｃ（［τ－ｈ，τ］；Ｈｔ）∩Ｌ２（τ，Ｔ；Ｈ１）∩Ｌｐ（τ，Ｔ；Ｌｐ（Ω））．

证明：设｛ωｊ｝ｊ≥１Ｈ１∩Ｌｐ（Ω）是Ｌ２（Ω）的 Ｈｉｌｂｅｒｔ基，使得｛ωｊ｝ｊ≥１在Ｈ１∩Ｌｐ（Ω）中是稠密的．
首先断言：设ｋ（·）∈Ｌ２ｌｏｃ（瓗；Ｌ２（Ω）），ｎ∈瓔固定，∈Ｃ（［－ｈ，０］；ｓｐａｎ｛ωｊ｝

ｎ
ｊ＝１）（特别地（０）∈

Ｈτ∩Ｌｐ（Ω）），则方程（１）在Ｌ∞（τ，ｔ；Ｈｔ）∩Ｌ２（τ，Ｔ；Ｈ１）∩Ｌｐ（τ，Ｔ；Ｌｐ（Ω））中至少存在一个弱解 槇ｕ．

为了证明存在性，对ｍ≥ｎ，几乎处处ｔ＞τ，１≤ｊ≤ｍ，设 槇ｕｍ（ｔ，ｘ）＝∑
ｍ

ｊ＝１
νｍｊ（ｔ）ωｊ（ｘ），且满足

ｄ
ｄｔ
［（槇ｕｍ（ｔ），ωｊ）＋ε（ｔ）（（槇ｕｍ（ｔ），ωｊ））］＋（１－ε′（ｔ）（（槇ｕｍ（ｔ），ωｊ））＝

（ｆ（槇ｕｍ（ｔ）＋ｇ（ｔ，槇ｕｔｍ）＋ｋ（ｔ），ωｊ），
槇ｕｍ（τ）＝

烅

烄

烆 ．

（８）

　　下面分三步证明．
１）先验估计．由式（６）、假设（Ｈ１）～（Ｈ３）及 Ｈｌｄｅｒ和Ｙｏｕｎｇ不等式，将方程（８）两边乘以νｍｊ（ｔ）

后再从１到ｍ求和，使得对所有的ｔ≥τ，有

１
２
ｄ
ｄｔ
［‖槇ｕｍ（ｔ）‖２＋ε（ｔ）‖槇ｕｍ（ｔ）‖２］＋（１－ε′（ｔ））‖槇ｕｍ（ｔ）‖２＝

（ｆ（槇ｕｍ（ｔ）），槇ｕｍ（ｔ））＋（ｇ（ｔ，槇ｕｔｍ），槇ｕｍ（ｔ））＋（ｋ（ｔ），槇ｕｍ（ｔ））≤

Ｃ０ Ω －Ｃ２‖槇ｕｍ（ｔ）‖ｐ
ｐ＋Ｌｇ‖槇ｕｍｔ‖２ＣＬ２（Ω）＋

１
２λ１‖

ｋ（ｔ）‖２＋１２‖
槇ｕｍ（ｔ）‖２．

进而对几乎处处的ｔ≥τ，有

ｄ
ｄｔ‖

槇ｕｍ（ｔ）‖２Ｈｔ ＋（１－２ε′（ｔ））‖槇ｕｍ（ｔ）‖２＋２Ｃ２‖槇ｕｍ（ｔ）‖ｐ
ｐ ≤

２Ｃ０ Ω ＋２Ｌｇ‖槇ｕｍｔ‖２ＣＬ２（Ω）＋
１
λ１‖

ｋ（ｔ）‖２．

特别地，对所有的ｔ≥τ，用ｔ＋θ代替ｔ，其中θ∈［－ｈ，０］，得

ｄ
ｄｔ‖

槇ｕｍｔ‖２ＣＨｔ ＋
（１－２ε′（ｔ））‖槇ｕｍ（ｔ）‖２＋２Ｃ２‖槇ｕｍ（ｔ）‖ｐ

ｐ ≤

２Ｃ０ Ω ＋２Ｌｇ‖槇ｕｍｔ‖２ＣＨｔ ＋
１
λ１‖

ｋ（ｔ）‖２． （９）

对所有的ｔ≥τ，在［τ，ｔ］上对式（９）积分得

‖槇ｕｍｔ‖２ＣＨｔ ≤ ‖‖
２
ＣＨτ
＋２Ｃ０ Ω （ｔ－τ）＋２Ｌｇ∫

ｔ

τ
‖槇ｕｍｓ‖２ＣＨｔｄｓ＋

１
λ１∫

ｔ

τ
‖ｋ（ｓ）‖２ｄｓ．

由Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理知，对所有的ｔ≥τ，ｍ≥ｎ，有

‖槇ｕｍｔ‖２ＣＨｔ ≤ ‖‖
２
ＣＨτ
ｅ２Ｌｇ（ｔ－τ）＋２Ｃ０ Ω （ｔ－τ）ｅ２Ｌｇ（ｔ－τ）＋１λ１

ｅ２Ｌｇ（ｔ－τ）∫
ｔ

τ
‖ｋ（ｓ）‖２ｄｓ． （１０）

由式（９），（１０）知，对所有的ｔ≥τ，｛槇ｕｍ｝ｍ≥ｎ在Ｃ（［τ，Ｔ］；Ｈｔ）∩Ｌ２（τ，Ｔ；Ｈ１）∩Ｌｐ（τ，Ｔ；Ｌｐ（Ω））上有界．

于是，可知对所有的ｔ≥τ，｛ｆ（槇ｕｍ）｝ｍ≥ｎ在Ｌｑ（τ，Ｔ；Ｌｑ（Ω））上有界，其中ｑ＝
ｐ
ｐ－１．

从而存在函数

槇ｕ（ｔ）∈Ｌ∞（τ，Ｔ；Ｈｔ）∩Ｌ２（τ，Ｔ；Ｈ１）∩Ｌｐ（τ，Ｔ；Ｌｐ（Ω））和珘Ｘ∈Ｌｑ（τ，Ｔ；Ｌｑ（Ω）），使得对所有的ｔ≥τ，在

Ｌ∞（τ，Ｔ；Ｈｔ）中，槇ｕｍ
ｗ
→
＊

槇ｕ（ｔ）；在Ｌ２（τ，Ｔ；Ｈ１）中，槇ｕｍ →
ｗ 槇ｕ（ｔ）；在Ｌｐ（τ，Ｔ；Ｌｐ（Ω））中，槇ｕｍ →

ｗ 槇ｕ（ｔ）；

在Ｌｑ（τ，Ｔ；Ｌｑ（Ω））中，ｆ（槇ｕｍ） →
ｗ 珘Ｘ．

８１ 　　 吉 林 大 学 学 报 （理 学 版）　　　 第５８卷　



２）对时间导数的一致估计．用ν′ｍｊ（ｔ）乘式（８）的每项，并对ｊ从１到ｍ求和，对几乎处处ｔ≥τ，有

‖（槇ｕｍ）′（ｔ）‖２＋１２ε
（ｔ）‖（槇ｕｍ）′（ｔ）‖２＋１２

ｄ
ｄｔ‖

槇ｕｍ（ｔ）‖２＝

（ｆ（槇ｕｍ（ｔ）），（槇ｕｍ）′（ｔ））＋（ｇ（ｔ，槇ｕｍｔ），（槇ｕｍ）′（ｔ））＋（ｋ（ｔ），（槇ｕｍ）′（ｔ））．
此外，由假设（Ｈ１）～（Ｈ３）及 Ｈｌｄｅｒ和Ｙｏｕｎｇ不等式，使得对ｔ≥τ，有

‖（槇ｕｍ）′（ｔ）‖２＋ε（ｔ）‖（槇ｕｍ）′（ｔ）‖２＋ｄｄｔ‖
槇ｕｍ（ｔ）‖２ ≤

２ｄｄｔ∫Ω
Ｆ（槇ｕｍ（ｔ））ｄｘ＋‖ｋ（ｔ）‖２＋Ｌ２ｇ‖槇ｕｍｔ‖２ＣＬ２（Ω）． （１１）

在［τ，ｔ］上对式（１１）积分，并由式（７）可知，对所有的ｔ≥τ，ｍ≥ｎ，有

‖槇ｕｍ（ｔ）‖２＋∫
ｔ

τ
‖（槇ｕｍ）′（ｓ）‖２ｄｓ＋∫

ｔ

τ
ε（ｓ）‖（槇ｕｍ）′（ｓ）‖２ｄｓ＋２槇ｃ２‖槇ｕｍ（ｔ）‖ｐ

ｐ ≤

‖槇ｕｍ（τ）‖２＋４槇ｃ０ Ω ＋２槇ｃ１‖槇ｕｍ（τ）‖ｐ
ｐ＋

∫
ｔ

τ
‖ｋ（ｓ）‖２ｄｓ＋Ｌ２ｇ∫

ｔ

τ
‖槇ｕｍｓ‖２ＣＬ２（Ω）ｄｓ． （１２）

因为对所有的ｍ≥ｎ，槇ｕｍτ＝，特别地，槇ｕｍ（τ）＝０∈Ｈτ∩Ｌ
Ｐ，所以由式（１０），（１６）知，对所有的ｔ≥τ，

｛槇ｕｍ（ｔ）｝ｍ≥ｎ在Ｌ∞（τ，Ｔ；Ｈｔ∩Ｌｐ（Ω））上有界，｛（槇ｕｍ）′（ｔ）｝ｍ≥ｎ在Ｌ２（τ，Ｔ；Ｈｔ）上有界．从而提高了所得 槇ｕ
的正则性．实际上，对所有的 Ｔ＞τ，槇ｕ∈Ｌ∞ （τ，Ｔ；Ｈｔ∩Ｌｐ（Ω）），且 槇ｕ′∈Ｌ２（τ，Ｔ；Ｈｔ）．取定

Ｔ（任意值）＞τ，对所有的ｔ１，ｔ２∈［τ，Ｔ］，利用 ｛槇ｕｍ （ｔ）｝ｍ≥ｎ在Ｌ∞ （τ，Ｔ；Ｈｔ∩Ｌｐ（Ω））上有界，

｛（槇ｕｍ）′（ｔ）｝ｍ≥ｎ在Ｌ２（τ，Ｔ；Ｈｔ）上有界，得

‖槇ｕｍ（ｔ２）－ 槇ｕｍ（ｔ１）‖２Ｈｔ ＝‖槇ｕｍ（ｔ２）－ 槇ｕｍ（ｔ１）‖２＋ε（ｔ）‖槇ｕｍ（ｔ２）－槇ｕｍ（ｔ１）‖２ ≤

Ｃ‖（槇ｕｍ）′‖２Ｌ２（τ，Ｔ；Ｈｔ）ｔ２－ｔ１ ． （１３）

于是，由Ａｓｃｏｌｉ－Ａｒｚｅｌ定理知，存在子序列，使得对所有Ｔ＞τ，在Ω×（τ，∞）上，几乎处处有 槇ｕｍ→槇ｕ．
因为ｆ∈Ｃ（瓗，瓗），所以在Ω×（τ，∞）上几乎处处ｆ（槇ｕｍ）→ｆ（槇ｕ）．综上并由文献［１５］中定理１．３得
珘Ｘ＝ｆ（槇ｕ）．由满足方程的 槇ｕｍ 的极限及ｓｐａｎ｛ωｊ｝ｊ≥１在Ｈｔ∩Ｌｐ（Ω）中是稠密的知，槇ｕ是方程（１）的弱解．

３）由稠密性证明一般情形．对每个ｎ∈瓔，定义
ｎ ＝∑

ｎ

ｊ＝１
（θ，ωｊ）ωｊ，θ∈［－ｈ，０］（由于｛ωｊ｝ｊ≥１是

Ｌ２（Ω）的 Ｈｉｌｂｅｒｔ基，可知在ＣＨｔ中
ｎ→）．初值ｕ

ｎ
τ＝

ｎ，且ｋｎ∈Ｌ２ｌｏｃ（瓗；Ｌ２（Ω））的方程（１）的解用ｕｎ

表示．
首先，对每个满足能量方程的ｕｎ，ｔ≥τ，有

‖ｕｎ（ｔ）‖２Ｈｔ ＋２∫
ｔ

τ
（１－ε′（ｓ））‖ｕｎ（ｓ）‖２ｄｓ＝‖ｕｍ（τ）‖２Ｈτ＋

２∫
ｔ

τ
（ｆ（ｕｎ（ｓ））＋ｇ（ｓ，ｕｎｓ）＋ｋｎ（ｔ），ｕｎ（ｓ））ｄｓ．

与１）类似，对所有的Ｔ≥τ，ｕｎ 在Ｃ（［τ－ｈ，Ｔ］；Ｈｔ）∩Ｌ２（τ，Ｔ；Ｈ１）∩Ｌｐ（τ，Ｔ；Ｌｐ（Ω））上有界．因而，对
所有的ｔ≥τ，｛ｆ（ｕｎ）｝在Ｌｑ（τ，Ｔ；Ｌｑ（Ω））上有界．于是存在函数ｕ∈Ｌ∞（τ－ｈ，Ｔ；Ｈｔ）∩Ｌ２（τ，Ｔ；Ｈ１）∩

Ｌｐ（τ，Ｔ；Ｌｐ（Ω））和函数Ｘ∈Ｌｑ（τ，Ｔ；Ｌｑ（Ω）），使得对所有的ｔ≥τ，在Ｌ∞（τ－ｈ，Ｔ；Ｈｔ）中，ｕｎ
ｗ
→
＊

ｕ；在

Ｌ２（τ，Ｔ；Ｈ１）中，ｕｎ →
ｗ
ｕ；在Ｌｐ（τ，Ｔ；Ｌｐ（Ω））中，ｕｎ →

ｗ
ｕ；在Ｌｑ（τ，Ｔ；Ｌｑ（Ω））中，ｆ（ｕｎ） →

ｗ
Ｘ．

此外，可改进上述收敛．考虑ｕｎ 和ｕｍ 的差，并由ｕｎ－ｕｍ 满足的能量方程，可得对ｔ≥τ，有

‖ｕｎ（ｔ）－ｕｍ（ｔ）‖２Ｈｔ ＋２∫
ｔ

τ
（１－ε′（ｓ））‖ｕｎ（ｓ）－ｕｍ（ｓ）‖２ｄｓ≤

‖ｕｎ（τ）－ｕｍ（τ）‖２Ｈτ＋２（ｌ＋Ｌｇ＋１）∫
ｔ

τ
‖ｕｎｓ－ｕｍｓ‖

２
ＣＬ２（Ω）

ｄｓ＋

∫
ｔ

τ
‖ｋｎ（ｓ）－ｋｍ（ｓ）‖２ｄｓ． （１４）
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用ｔ＋θ代替ｔ，其中θ∈［－ｈ，０］，并由式（３）知，对所有ｔ≥τ，有

‖ｕｎｔ－ｕｍｔ‖２ＣＨｔ ≤ ‖
ｎ－

ｍ‖２ＣＨτ ＋２
（ｌ＋Ｌｇ＋１）∫

ｔ

τ
‖ｕｎｓ－ｕｍｓ‖

２
ＣＬ２（Ω）

ｄｓ＋

∫
ｔ

τ
‖ｋｎ（ｓ）－ｋｍ（ｓ）‖２ｄｓ． （１５）

对式（１５）运用Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理得

‖ｕｎｔ－ｕｍｔ‖２ＣＨｔ ≤ ‖
ｎ－

ｍ‖２ＣＨτｅ
２（ｌ＋Ｌｇ＋１）（ｔ－τ）＋ｅ２（ｌ＋Ｌｇ＋１）（ｔ－τ）∫

ｔ

τ
‖ｋｎ（ｓ）－ｋｍ（ｓ）‖２ｄｓ．

将其代入式（１４）知，对所有的Ｔ≥τ，｛ｕｎ｝在Ｃ（［τ－ｈ，Ｔ］；Ｈｔ）∩Ｌ２（τ，Ｔ；Ｈ１）上是Ｃａｕｃｈｙ列，于是得
到一个序列，使得在Ω×（τ，∞）上ｕｎ→ｕ．综上并由文献［１５］中定理１．３得Ｘ＝ｆ（ｕ），由满足方程的ｕｎ

的极限知ｕ是方程（１）的弱解．证毕．
定理５　在定理４的假设下，方程（１）的弱解是唯一的．此外，对 ｔ≥τ，关于不同初值的两个解，

下列Ｌｉｐｓｃｈｉｔｚ连续成立：

‖ωｔ‖２ＣＨｔ ≤ ‖ωτ‖
２
ＣＨτ
ｅ２Ｃ（ｔ－τ）， （１６）

其中：ω（ｔ）∶＝ｕ１（ｔ）－ｕ２（ｔ）；常数Ｃ＝Ｃ（ｌ，Ｌｇ）．
证明：函数ω（ｔ）满足

ｔω－ε（ｔ）ｔΔω－Δω＝ｆ（ｕ１）－ｆ（ｕ２）＋ｇ（ｔ，ｕ１ｔ）－ｇ（ｔ，ｕ２ｔ），　（ｘ，ｔ）∈Ω×［τ，∞），

ω（ｘ，ｔ）＝０，　ｘ∈Ω，　ｔ≥τ，

ω（ｘ，τ＋θ）＝
１（ｘ，θ）－

２（ｘ，θ），　ｘ∈Ω，　θ∈ ［－ｈ，０］
烅
烄

烆 ．

（１７）

用ω与式（１７）做内积，并运用式（５）和假设（Ｈ３），得

ｄ
ｄｔ‖ω‖

２
Ｈｔ ＋（２－ε′（ｔ））‖ω‖

２ ≤２ｌ‖ω‖２＋２Ｌｇ‖ωｔ‖
２
ＣＬ２（Ω）

，

即 ｄ
ｄｔ‖ω‖

２
Ｈｔ ≤Ｃ（‖ω‖

２＋‖ωｔ‖
２
ＣＬ２（Ω）

），其中Ｃ＝Ｃ（ｌ，Ｌｇ）．在［τ，ｔ］上积分并由式（３）得

‖ω（ｔ）‖２Ｈｔ ≤ ‖ω（τ）‖
２
Ｈτ＋Ｃ∫

ｔ

τ
‖ω（ｓ）‖２＋‖ωｓ‖

２
ＣＬ２（Ω）

ｄｓ．

特别地，用ｔ＋θ代替ｔ，其中θ∈［－ｈ，０］，得

‖ωｔ‖２ＣＨｔ ≤ ‖ωτ‖
２
ＣＨτ
＋２Ｃ∫

ｔ

τ
‖ωｓ‖２ＣＬ２（Ω）ｄｓ≤ ‖ωτ‖

２
ＣＨτ
＋２Ｃ∫

ｔ

τ
‖ωｓ‖２ＣＨｔｄｓ．

由Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理得式（１６）．证毕．
对ｔ≥τ，在空间ＣＨｔ中定义解过程如下：

Ｕ（ｔ，τ）：ＣＨτ →ＣＨｔ，　　Ｕ（ｔ，τ）（τ）＝ｕ（ｔ）， （１８）
其中（τ）∈ＣＨτ．

类似定理５的证明，有：
引理２　假设条件（２），（３）及（５）～（７）成立，则问题（１）生成的过程族Ｕ（ｔ，τ）：ＣＨτ→ＣＨｔ，

ｔ≥τ∈瓗，满足下列性质：对ｔ≥τ，初值
ｉ（τ）∈ＣＨτ，

‖Ｕ（ｔ，τ）
１（τ）－Ｕ（ｔ，τ）

２（τ）‖Ｈｔ ≤ｅ
２Ｃ（ｔ－τ）‖

１（τ）－
２（τ）‖Ｈτ

，
其中Ｃ＝Ｃ（ｌ，Ｌｇ）．

３　拉回吸引子

引理３　如果ｆ满足式（５），（６），ｇ（·，·）满足假设（Ｈ１）～（Ｈ３），ε（ｔ）满足式（２），（３），ｋ（·）∈
Ｌ２ｌｏｃ（瓗；Ｌ２（Ω）），τ∈瓗，并给定∈ＣＨτ，则方程（１）的弱解满足：

‖ｕｔ‖２ＣＨｔ ≤ １＋
２Ｌｇｅβ１ｈ

α（ ）１

２Ｃ０ Ω
β１

ｅβ１ｈ＋ １＋２Ｌｇｅ
β１ｈ

β１－α（ ）１ ‖‖
２
ＣＨτ
ｅβ１ｈ－α１（ｔ－τ）＋

１＋２Ｌｇｅ
β１ｈ

β１－α（ ）１ １
λ１
ｅβ１ｈ∫

ｔ

τ
ｅ－α１（ｔ－ｓ）‖ｋ（ｓ）‖２ｄｓ， （１９）
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其中：α１＝β１－２Ｌｇｅβ１
ｈ；β１＝ｍｉｎλ１，

３
４｛ ｝Ｌ ．

证明：对方程（１）两边乘以ｕ（ｔ），并在Ω上积分，得

１
２
ｄ
ｄｔ‖ｕ‖

２
Ｈｔ ＋ １－

１
２ε′
（ｔ（ ）） ‖ｕ‖２＝（ｆ（ｕ），ｕ）＋（ｇ（ｔ，ｕｔ），ｕ）＋（ｋ（ｔ），ｕ）．

由式（６）、假设（Ｈ３）及 Ｈｌｄｅｒ不等式，得

ｄ
ｄｔ‖ｕ‖

２
Ｈｔ ＋（２－ε′（ｔ））‖ｕ‖

２＋２Ｃ２‖ｕ‖ｐ
ｐ ≤

２Ｃ０ Ω ＋２Ｌｇ‖ｕｔ‖
２
ＣＬ２（Ω）

＋１λ１‖
ｋ（ｔ）‖２＋１４‖ｕ‖

２，

即

ｄ
ｄｔ‖ｕ‖

２
Ｈｔ ＋

７
４－ε′

（ｔ（ ）） ‖ｕ‖２＋２Ｃ２‖ｕ‖ｐ
ｐ ≤２Ｃ０ Ω ＋２Ｌｇ‖ｕｔ‖

２
ＣＬ２（Ω）

＋１λ１‖
ｋ（ｔ）‖２．

由式（２），（３）得

３
４－ε′

（ｔ（ ）） ‖ｕ‖２ ≥ ３４‖ｕ‖２ ≥３ε（ｔ）４Ｌ ‖ｕ‖２． （２０）

设β１＝ｍｉｎλ１，
３
４｛ ｝Ｌ ，由式（２０）得

７
４－ε′

（ｔ（ ）） ‖ｕ‖２＝‖ｕ‖２＋ ３
４－ε′

（ｔ（ ）） ‖ｕ‖２ ≥λ１‖ｕ‖２＋３ε（ｔ）４Ｌ ‖ｕ‖２ ≥

β１（‖ｕ‖
２＋ε（ｔ）‖ｕ‖２）＝β１‖ｕ‖

２
Ｈｔ．

因此

ｄ
ｄｔ‖ｕ‖

２
Ｈｔ ＋β１‖ｕ‖

２
Ｈｔ ≤２Ｃ０ Ω ＋２Ｌｇ‖ｕｔ‖

２
ＣＬ２（Ω）

＋１λ１‖
ｋ（ｔ）‖２．

用ｔ＋θ代替ｔ，其中θ∈［－ｈ，０］，得

ｄ
ｄｔ‖ｕｔ‖

２
ＣＨｔ
＋β１‖ｕｔ‖

２
ＣＨｔ
≤２Ｃ０ Ω ＋２Ｌｇ‖ｕｔ‖

２
ＣＬ２（Ω）

＋１λ１‖
ｋ（ｔ）‖２， （２１）

用ｅβ１ｔ乘式（２１），并在［τ，ｔ］上积分，对ｔ≥τ，得

‖ｕｔ‖２ＣＨｔｅ
β１ｔ≤‖‖

２
ＣＨτ
ｅβ１（ｈ＋τ）＋２Ｃ０ Ω ｅβ１ｈ∫

ｔ

τ
ｅβ１ｓｄｓ＋

２Ｌｇｅβ１ｈ∫
ｔ

τ
ｅβ１ｓ‖ｕｓ‖

２
ＣＬ２（Ω）

ｄｓ＋１λ１
ｅβ１ｈ∫

ｔ

τ
ｅβ１ｓ‖ｋ（ｓ）‖２ｄｓ， （２２）

则

‖ｕｔ‖
２
ＣＬ２（Ω）

ｅβ１ｔ≤‖‖
２
ＣＨτ
ｅβ１（ｈ＋τ）＋２Ｃ０ Ω ｅβ１ｈ∫

ｔ

τ
ｅβ１ｓｄｓ＋

２Ｌｇｅβ１ｈ∫
ｔ

τ
ｅβ１ｓ‖ｕｓ‖

２
ＣＬ２（Ω）

ｄｓ＋１λ１
ｅβ１ｈ∫

ｔ

τ
ｅβ１ｓ‖ｋ（ｓ）‖２ｄｓ．

由Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理，得

‖ｕｔ‖
２
ＣＬ２（Ω）

ｅβ１ｔ≤‖‖
２
ＣＨτ
ｅβ１（ｈ＋τ）ｅ２Ｌｇｅβ１

ｈ（ｔ－τ）＋２Ｃ０ Ωα１
ｅβ１（ｈ＋ｔ）＋

１
λ１
ｅβ１ｈｅ２Ｌｇｅβ１

ｈｔ∫
ｔ

τ
ｅα１ｓ‖ｋ（ｓ）‖２ｄｓ， （２３）

其中β１－２Ｌｇｅβ１
ｈ＝α１．将式（２３）代入式（２２）即完成证明．

为了得到拉回Ｄα１吸收集，给出假设：

０＜β１－２Ｌｇｅβ１
ｈ＝α１， （２４）

且对ｔ∈瓗，

∫
ｔ

－∞
ｅα１ｓ‖ｋ（ｓ）‖２ｄｓ＜ ∞． （２５）
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　　定义５　对α１＞０，用Ｄα１表示非空子集族类 Ｄ^＝｛Ｄ（ｔ）；ｔ∈瓗｝Ｐ（ＣＨｔ），使得

ｌｉｍ
τ→－∞

（ｅα１τｓｕｐ
ｕ∈Ｄ（τ）

‖ｕ‖２ＣＨｔ
）＝０．

　　定理６　在引理３的假设下，并设式（２４），（２５）成立，则族Ｄ^１＝｛Ｄ１（ｔ）；ｔ∈瓗｝对过程｛Ｕ（ｔ，τ）｝ｔ≥τ
是拉回Ｄα１吸收的，其中Ｄ１（ｔ）＝珚ＢＣＨｔ

（０，ρ１（ｔ））是ＣＨｔ中以０为圆心、ρ１（ｔ）为半径的闭球，且

ρ
２
１（ｔ）≤１＋ １＋

２Ｌｇｅβ１ｈ

α（ ）１

２Ｃ０ Ω
β１

ｅβ１ｈ＋ １＋２Ｌｇｅ
β１ｈ

β１－α（ ）１ １
λ１
ｅβ１ｈ∫

ｔ

－∞
ｅ－α１（ｔ－ｓ）‖ｋ（ｓ）‖２ｄｓ． （２６）

此外 Ｄ^∈Ｄα１．
证明：由式（２０）可知 Ｄ^ 对由式（１８）定义的过程｛Ｕ（ｔ，τ）｝ｔ≥τ是拉回Ｄα１吸收的．由式（２６），对

ｔ＞０，当ｔ→－∞ 时，有ｅα１ｔρ
２
１（ｔ）→０，则 Ｄ^∈Ｄα１．

同文献［８］，下面用收缩函数的方法证明由式（１８）定义过程｛Ｕ（ｔ，τ）｝ｔ≥τ的依赖于时间的拉回Ｄα１吸
引子的存在性．

引理４［８］　如果ｆ满足式（５），（６），ｇ（·，·）满足假设（Ｈ１）～（Ｈ３），ε（ｔ）满足式（２），（３），ｋ（·）∈
Ｌ２ｌｏｃ（瓗；Ｌ２（Ω）），τ∈瓗，并给定∈ＣＨτ，｛ｕ

ｎ（ｔ）｝∞ｎ＝１是满足初值ｕｎ（τ）∈ＣＨτ的方程（１）的一个解序列，
则存在｛ｕｎ（ｔ）｝∞ｎ＝１的一个子序列在Ｌ２（τ，Ｔ；Ｌ２（Ω））上强收敛．

定理７　在引理３的假设下，设｛Ｕ（ｔ，τ）｝ｔ≥τ是式（１８）定义的过程，则｛Ｕ（ｔ，τ）｝ｔ≥τ在ＣＨｔ
中是拉回

Ｄα１ －渐近紧的．
证明：设ｕｉ（ｔ）是关于初值

ｉ（ｘ，ｔ）∈Ｄ１（ｉ＝１，２，θ∈［－ｈ，０］）的解，即ｕｉ（ｔ）是下列方程的解：

ｔｕ－ε（ｔ）ｔΔｕ－Δｕ＝ｆ（ｕ）＋ｇ（ｔ，ｕｔ）＋ｋ（ｔ），　　（ｘ，ｔ）∈Ω×［τ，∞），
初值

ｕｉ（ｘ，τ＋θ）＝
ｉ（ｘ，θ），　ｘ∈Ω，　θ∈ ［－ｈ，０］．

为方便，记ω（ｔ）＝ｕ１（ｔ）－ｕ２（ｔ），则ω（ｔ）满足方程

ｔω－ε（ｔ）ｔΔω－Δω＝ｆ（ｕ１）－ｆ（ｕ２）＋ｇ（ｔ，ｕ１ｔ）－ｇ（ｔ，ｕ２ｔ），　　（ｘ，ｔ）∈Ω×［τ，∞）， （２７）
其中初值

ω（ｘ，τ＋θ）＝
１（ｘ，θ）－

２（ｘ，θ），　ｘ∈Ω，　θ∈ ［－ｈ，０］．
用ω（ｔ）乘式（２７），并在Ω上积分得

１
２
ｄ
ｄｔ‖ω‖

２
Ｈｔ ＋ １－

１
２ε′
（ｔ）‖ω‖（ ）２ ＝（ｆ（ｕ１）－ｆ（ｕ２），ω）＋（ｇ（ｔ，ｕ１ｔ）－ｇ（ｔ，ｕ２ｔ），ω）．

由式（２０）及Ｐｏｉｎｃａｒé不等式得

ｄ
ｄｔ‖ω‖

２
Ｈｔ ＋β１‖ω‖

２ ≤２ｌ‖ω‖２＋２Ｌｇ‖ｕ１ｔ －ｕ２ｔ‖ＣＬ２（Ω）‖ω‖．

由Ｇｒｏｎｗａｌｌ引理知，对ｔ≥τ，有

‖ω（ｔ）‖２Ｈｔ ≤ ‖ω（τ）‖
２
Ｈτｅ

－β１（ｔ－τ）＋２ｌ∫
ｔ

τ
‖ω（ｓ）‖２ｄｓ＋２Ｌｇｅ－β１ｔ∫

ｔ

τ
ｅβ１ｓ‖ｕ１ｓ －ｕ２ｓ‖ＣＬ２（Ω）‖ω（ｓ）‖ｄｓ．

运用 Ｈｌｄｅｒ不等式，并注意到α１＜β１，用ｔ＋θ代替ｔ，其中θ∈［－ｈ，０］，对ｔ－ｈ＞τ，得

‖ωｔ‖２ＣＨｔ ≤‖ωτ‖
２
ＣＨτ
ｅ－β１（ｔ－ｈ－τ）＋２ｌ∫

ｔ

τ
‖ω（ｓ）‖２ｄｓ＋

４Ｌｇｅ－β１（ｔ－ｈ）∫
ｔ

τ
ｅ２β１ｓ‖ｕ１ｓ －ｕ２ｓ‖

２
ＣＬ２（Ω）

ｄ（ ）ｓ １／２

∫
ｔ

τ
‖ω（ｓ）‖２ｄ（ ）ｓ １／２

．

令Ｔ＝ｔ－τ，且

ψｔ，Ｔ（ｕ
１，ｕ２）＝２ｌ∫

ｔ

τ
‖ω（ｓ）‖２ｄｓ＋４Ｌｇｅ－β１（ｔ－ｈ）×

∫
ｔ

τ
ｅ２β１ｓ‖ｕ１ｓ‖

２
ＣＬ２（Ω）

＋‖ｕ２ｓ‖
２
ＣＬ２（Ω）

ｄ（ ）ｓ １／２

∫
ｔ

τ
‖ω（ｓ）‖２ｄ（ ）ｓ １／２

．

　　结合定义３、引理４和式（１９）知ψｔ，Ｔ是收缩函数，于是对ε＞０及取定的ｔ∈瓗，设τ＝ｔ－ｈ－

１
α１ｌｎ

‖ωτ‖２ＣＨτ
ε

，由定理１易得｛Ｕ（ｔ，τ）｝ｔ≥τ在ＣＨｔ
中是拉回Ｄα１ －渐近紧的．证毕．
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由定理７可得：
定理８　在定理６的假设下，设｛Ｕ（ｔ，τ）｝ｔ≥τ是式（１８）定义的过程，则｛Ｕ（ｔ，τ）｝ｔ≥τ在ＣＨｔ

中拥有唯一
的拉回Ｄα１吸引子Ａ１，即关于ＣＨｔ的范数拉回吸引ＣＨｔ

中的每个有界子集Ａ１ 在ＣＨｔ中是非空的、紧的、
不变的．
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