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星与星的联图点可区别 I-全染色和点可区别 VI-全染色

康慧君，陈祥恩*

( 西北师范大学 数学与统计学院，甘肃兰州 730070)

摘 要: 文章讨论 Sm∨Sn 的联图点可区别 I( VI) -全染色，确定了当 3≤m≤n≤n + 2 时，它们的点可区别 I-全
色数及点可区别 VI-全色数，也说明了 VDITC 猜想和 VDVITC 猜想对这类图是成立的．
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1 准备工作

图的点可区别正常边染色的研究见文献［1 －
7］，图的点可区别一般边染色的研究见文献［8 －
9］，图的点可区别正常全染色的研究见文献［10 －
13］，图的点可区别 I-全染色和点可区别 VI-全染色

的研究见文献［14 －19］． 本文讨论 Sm 与 Sn 的联图

( 3≤m≤n≤n + 2) 的点可区别 I-和 VI-全染色．
图 G 的一个使用了 k 种颜色的一般全染色

( k-一般全染色) 是指一个映射 f: V∨E→{ 1，2…，

k} ．
图 G 的 I-全染色，就是指对于这个图 G 的一

个一般全染色 f，u，v∈V，有 f( u) ≠f( v) ，e1，e2
∈E，一旦 e1 与 e2 相邻，就有 f( e1 ) ≠f( e2 ) ．

图 G 的 VI-全染色，就是指对于图 G 的一个一

般全染色 f，e1，e2∈E，一旦 e1 与 e2 相邻，就有
f( e1 ) ≠f( e2 ) ．

对图 G 的任意一个 I-全染色或者 VI-全染色

f，x∈ V，记 C ( x ) = { f ( xv ) | xv∈ E ( G ) } ∪
{ f( x) } ． 为在 f 下点 x 的色集合，显然有 |C( u) |≤
dG ( u) + 1．珔C( x) 表示{ 1，2，…，k} \C( x) ．

设 f 为图 G 的 k － 点可区别 I-全染色，若u，

v∈V( G) ，u≠v，有 C ( u) ≠C ( v) ，称 f 为图 G 的

k － 点可区别 I-全染色，记为 k-VDITC，称为图 G
的点可区别 I-全色数，记为  i

vt ( G) ，即  i
vt ( G) =

min{ k |G 有 k-VDVITC} ．
同理，设 f 为 G 的 k － 点可区别 VI-全染色，若

u，v∈V( G) ，u≠v，C( u) ≠C( v) ，称 f 为图 G 的

k － 点可区别 VI-全染色，记为 k － VDVITC，称为图

G 的点可区别 VI-全色数，记为  vi
vt ( G) ，即  vi

vt ( G)

= min{ k |G 有 k-VDVITC} ．
设 G( V1，E1 ) 与 H( V2，E2 ) ，且 V1∩V2 =，E1

∩E2 =，称图 G∨H 为 G 与 H 的联，如果 V( G∨
H) = V1∪V2，E( G∨H) = E1∪E2∪{ uv | u∈V1，v∈
V2 } ．

对于一个简单图 G，用 ni 表示度是 i 的顶点的

个数，δ≤i≤Δ，假设

ξ( G) = min{ l | ( )li +
l

i( )+ 1
+

l
i( )+ 2

+… +

l
i +( )s +

l
i + s( )+1

≥ni + ni +1 + ni +2 +… + ni + s，

δ≤i≤i + s≤Δ，s≥0} ．
猜想 1［14］ ( VDITC 猜想)  i

vt ( G ) = ξ ( G ) 或

ξ( G) + 1．
猜想 2［14］( VDVITC 猜想)  vi

vt ( G) = ξ ( G) 或

ξ( G) + 1．
引理 1［14］ 对于任意图 G，如果存在两个 Δ

( 最大度) 顶点，则 i
vt ( G) ≥Δ + 1．

引理 2［14］  i
vt ( G) ≥ξ( G) ．

引理 3［14］ 若图 G 只有一个最大度顶点，且

 i
vt ( G) = Δ，则 vi

vt ( G) =  i
vt ( G) = Δ( G) ．

引理 4［14］ 如果存在正整数 r，δ≤r≤Δ，且 G
没有度为 r 的顶点，则

ξ( G) = min{ l | ( )li +
l

i( )+ 1
+

l
i( )+ 2

+… +

l
i +( )s +

l
i + s( )+ 1

≥ni + ni + 1 + ni + 2 +… +
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ni + s，δ≤i≤i + s≤r － 1，s≥0; 或

r + 1≤i≤i + s≤Δ，s≥0} ．
引理 5［14］ 如果对于图 G 的任意两个不同的

顶点 u 和 v，dG ( u) ≠dG ( v) + 1，dG ( v) ≠dG ( u) +

1，则 ξ( G) = min{ l | ( )li +
l

i( )+ 1
≥ni，δ≤i≤Δ} ．

命题 1 ξ( G) ≤ vi
vt ( G) ≤ i

vt ( G) ．
假设 p∈Z，而 q 为正整数，用( p) q 表示{ 1，2，

…，q} 中的模 q 同余于 p 的那个数，即( p) q∈{ 1，

2，…，q} 且( p) q≡p( modq) ．
关于星与星的联图，有如下定义:

V( Sm∨Sn) = { u1，…，um +1，v1，…，vn +1} ，E( Sm∨Sn) =
{ u1u2，u1u3，…，u1um，u1um + 1，v1v2，v1v3，

v1v4，…，v1vn + 1 }∪{ uivj | i = 1，2，…，m + 1;

j = 1，2，…，n + 1} ．
d( ui ) = n + 2，i = 2，3，…，m + 1，度为 n + 2 的

点有 m 个;

d( u1 ) =m + n + 1，d ( v1 ) = m + n + 1，度为 m
+ n + 1 的点有 2 个;

d( vj ) =m + 2，j = 2，3，…，n + 1，度为 m + 2 的

点有 n 个．

2 主要结果

定理 1 设 Sm∨Sn 是星 Sm 和星 Sn 的联，3≤
m≤n≤n + 2，且 n = m，n = m + 1，则  i

vt ( Sm∨Sn )

=m + n + 2．
证明 因为 Δ( Sm∨Sn ) = m + n + 1，nΔ≥2 由

引理 1 可知， i
vt ( Sm∨Sn ) ≥m + n + 2．

则需要给出 Sm∨Sn 的一个( m + n + 2) 的点可

区别 I-全染色 f．
分如下两种情况考虑:

情况 1 m = n．
第一步: 给连接 ui 与 vj 的边进行染色，令

f( uivj ) = ( i + j － 1) n + 2，f( uivj ) ∈{ 1，2，…，

n + 2} ，1≤i≤m + 1，1≤j≤n + 1．
第二步: 给两个星的边进行染色，令

f( uiuj ) = αj － 1，i = 1，j = 2，3，…，m + 1，f( vivj )
= αj － 1，i = 1，j = 2，3，…，n + 1，其中，α1，α2，…，αm

是字母颜色．
第三步: 给点染色，令

f( ui ) = α1，i = 2，3，…，m + 1，f( u1 ) = α2，f( vj )
= α3，j = 2，3，…，n + 1，f( v1 ) = α4 ．

对 Sm 和 Sn 的点进行染色时不要用{ 1，2，…，

n + 2} 中的颜色，只用字母颜色染就够了，且 Sm 中

用两种字母颜色，ui，i = 2，3，…，m + 1 只用一种颜

色染，对 Sn 用同样的办法进行染色．
上述染色是 I-全染色，并且在此染色下有:

C( u1 ) = { 1，2，…，n，n + 1} ;

C( u2 ) = { 2，3，…，n，n + 1，n + 2} ;

C( u3 ) = { 3，…，n，n + 1，n + 2，1} ;

C( u4 ) = { 4，…，n，n + 1，n + 2，1，2} ;


C( um + 1 ) = { m + 1，m + 2，…，n，n + 1，n + 2，1，

…，m － 1} ．
C( v1 ) = { 1，2，…，m，m + 1} ;

C( v2 ) = { 2，…，m，m + 1，m + 2} ;


C( vn + 1 ) = { n + 1，n + 2，1，…，n － 3} ．
容易验证 f 是 I-全染色，接下来证明 f 是点可

区别的．
事实 1: C( u1 ) ，C( u2 ) ，…C( um + 1 ) 是互不相同

的色集合．
事实 2: C( v1 ) ，C( v2 ) ，…C( vn + 1 ) 是互不相同

的色集合．
证明 每个 C( ui ) 都包含除了 i － 1 的所有数

字颜色，i = 1，2，…，m + 1，因为起始点 i 是不同的，

因此，C( u1 ) ，C( u2 ) ，…C( um + 1 ) 是互不相同的．
因为 m = n，所以字母颜色 α1，α2，…，αm 刚好

可以给两边星的边染色，关联边用数字颜色，Sm 和

Sn 的顶点至少用四种颜色染色，由此可见，m + n
+2 个点的色集合彼此不相同，从而得知上述 I-全

染色是点可区别的．
当 m = n = 3 时，Sm∨Sn 有 2 个 7 度( 最大度)

的点，由引理 1 知， i
vt ( S3∨S3 ) ≥8，只需给出( S3

∨S3 ) 的一个 8 点可区别 I-全染色 f，令

f( uivj ) = i + j － 1，i = 1，2，3，4，j = 1，2，3，4;

f( u1vj ) = j，j = 1，2，3，4; f( u2vj ) = j + 1，j = 1，

2，3，4;

f( u3vj ) = j + 2，j = 1，2，3，4; f ( u4vj ) = j + 3，

j = 1，2，3，4;

f( u1 ) = 1，f ( ui ) = 2，i = 2，3，4; f ( v1 ) = 3，

f( vj ) = 4，j = 2，3，4;

f( u1u2 ) = 6; f( u1u3) =7; f( u1u4) =8; f( v1v2) =
6; f( v1v3) =7; f( v1v4) =8．

上述染色是 I-全染色，并且在此染色下有
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C( u1 ) = { 5} ，C( u2 ) = { 1，7，8} ，C( u3 ) = { 1，

2，8} ，C( u4 ) = { 1，2，3} ，由此可见色集合彼此不

相同，从而得知上述 I-全染色是点可区别的．
情况 2 n =m + 1．
第一步: 给连接 ui 与 vj 的边进行染色，令

f( uivj ) = ( i + j － 1) n + 2，f( uivj ) ∈{ 1，2，…，n +
2} ，1≤i≤m + 1，1≤j≤n + 1．

第二步: 给两个星的边进行染色，令

f( u1ui ) = αi － 1，i∈{ 2，3，…，m + 1} ; f( v1vj ) =
αj － 1，j∈{ 2，3，…，m + 1} ;

当 j = n + 1 时，f( v1vn + 1 ) = n － 1．
第三步: 给两边的点染色，令

f( ui ) = α1，i = 2，3，…，m + 1，f( u1 ) = α2，

f( vj ) = α3，j = 2，3，…，n + 1，f( v1 ) = α4 ;

只用字母颜色染色，且只需四种字母颜色染

色就够了．
上述染色是 I-全染色，并且在此染色下有:

C( u1 ) = { 1，2，…，n，n +1} ，缺数字颜色 n +2;

C( u2 ) = { 2，3，…，n，n + 1，n + 2} ，缺数字颜

色 1;

C( u3 ) = { 3，…，n，n + 1，n + 2，1} ，缺数字颜

色 2;


C( um + 1 ) = { m + 1，m + 2，…，n，n + 1，n + 2，1，

…，m － 1} ，缺数字颜色 m．
C( v1 ) = { 1，2，…，m，m + 1} ，缺颜色 m + 2，m

+ 3，即 n + 1，n + 2;

C( v2 ) = { 2，…，m，m + 1，m + 2 } ，缺颜色 1，

m + 3;


C( vn + 1 ) = { n + 1，n + 2，1，…，n － 3} ，缺颜色

n，n － 1．
对于顶点 u1 和 v1 进行染色，共包含 2m + 2 种

颜色，其中 C( u1 ) ≠C( v1 ) ．
对于 m + n － 1 个顶点 u2，u3，…，um + 1 和 v2，v3

…，vn + 1，使得 | C( ui ) | = m + 4，i = 2，3，…，m + 1，

|C( vj ) | =m + 4，j = 2，3，…，n，根据事实 1 和事实

2，C( u1 ) ，C( u2 ) ，…C ( um + 1 ) 和 C ( v1 ) ，C ( v2 ) ，…
C( vn ) 是互不相同的，可区别的．

对于顶点 vn + 1，色集合包含 m + 2 种 颜 色，

C( v1 ) ，C ( vn + 1 ) 包 含 的 颜 色 不 同，因 此，色 集 合

C( v1 ) ≠ C ( vn + 1 ) ，并 且，C ( u1 ) 包 含 颜 色 1，但

C( vn + 1 ) 不包含颜色 1，所以 C ( u1 ) ≠C ( vn + 1 ) ，由

此可见，C( u1 ) ≠C( vn + 1 ) ≠C( v1 ) ．
由此可见，m + n + 2 个点的色集合彼此互不

相同，从而得知上述 I-全染色是点可区别的．
当 n = 4，m = 3 时，S3∨S4 有 2 个 8 度 ( 最大

度) 的点，由引理 1， i
vt ( S3∨S4 ) = Δ + 1，则 vi

vt ( S3

∨S4 ) =  i
vt ( S3∨S4 ) = Δ( S3∨S4 ) = 9．

假如 S3∨S4 存在 9 － 点可区别全染色，使用

的颜色为 1，2，…，9． 只需给出一个 9 － 点可区别 I-
全染色即可，令

f( uivj ) = i + j － 1，i = 1，2，3，4，j = 1，2，3，4，5;

f( u1 ) =1，f( ui ) =2，i =2，3，4; f( v1 ) =3，f( vj ) =4，

j =2，3，4，5; f( u1u2 ) = 7; f( u1u3 ) = 8; f( u1u4 ) = 9;

f( v1v2 ) =6; f( v1v3 ) =7; f( v1v4 ) =8; f( v1v5 ) =9．
由此可见，上述染色是 I-全染色，并且 9 个点

的色集合彼此互不相同，从而是点可区别的．
定理 2 设 Sm∨Sn 是星 Sm 与星 Sn 的联，3≤

m≤n≤n + 2，且 n =m + 2，则

m + n + 2≤  vi
vt ( Sm∨Sn ) ≤  i

vt ( Sm∨Sn ) ≤
m + n + 3．

证明 因为 ΔSm∨Sn = m + n + 1，m + n + 2≤
 i

vt ( Sm∨Sn ) ≤m + n + 3，只需给出 Sm∨Sn 的一个

( m + n + 3) － 点可区别 I-全染色 f．
第一步: 给连接 ui 与 vj 的边进行染色，令

f( uivj ) = ( i + j － 1 ) n + 2，f ( uivj ) ∈ { 1，2，…，

n + 2} ，1≤i≤m + 1，1≤j≤n + 1．
第二步: 给两个星的边进行染色，令

f( u1ui ) = αi － 1，i∈{ 2，3，…，m + 1} ;

f( v1vj ) = αj － 1，j∈{ 2，3，…，m + 1} ，

因为 n =m + 2，所以 Sn 中的边有两条不能用字母

颜色进行染色，必须用数字颜色来染色．
第三步: 给点染色，令

f( ui ) = α1，i = 2，3，…，m + 1，f( u1 ) = α2，

f( vj ) = α3，j = 2，3，…，n + 1，f( v1 ) = α4 ．
上述染色是 I-全染色，并且在此染色下有:

C( u1 ) = { 1，2，…，n，n +1} ，缺数字颜色 n +2;

C( u2 ) = { 2，3，…，n，n + 1，n + 2} ，缺数字颜

色 1;

C( u3 ) = { 3，…，n，n + 1，n + 2，1} ，缺数字颜

色 2;


C( um + 1 ) = { m + 1，m + 2，…，n，n + 1，n + 2，1，

…，m － 1} ，缺数字颜色 m;

C( v1 ) = { 1，2，…，m，m + 1} ，缺数字颜色 m +

36
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2，m + 3，m + 4 即 n，n + 1，n + 2;

C( v2 ) = { 2，…，m，m + 1，m + 2} ，缺数字颜色

1，m + 3，m + 4 即 1，n + 1，n + 2;


C( vn ) = { n，n + 1，n + 2，1，2，…，n － 4} ，缺数

字颜色 n － 1，n － 2，n － 3;

C( vn + 1 ) = { n + 1，n + 2，1，…，n － 3} ，缺数字

颜色 n，n － 1，n － 2;

用上述染色给 n = m + 2 的星进行染色，则发

现 Sn 中的两条边 v1vn 和 v1vn + 1，v1vn + 1 可以用数字

颜色 n 进行正常染色，v1vn 无法正常染色．
当 m =3，n =5 时， i

vt ( S3∨S5)≥m + n +2 =10．
假如 S3∨S5 存在 10 － 点可区别 I-全染色，用

上述方法给 S3∨S5 染色，令

f( uivj ) = ( i + j － 1 ) n + 2，f ( uivj ) ∈ { 1，2，…，

7} ，1≤i≤4，1≤j≤6;

由于

f( v1ui ) = { 1，2，3，4} ，i = 1，2，3，4; f( v5ui ) =
{ 5，6，7，1} ，i = 1，2，3，4;

f( v6ui ) = { 6，7，1，2} ，i = 1，2，3，4; f( v6ui ) =
{ 3，4，5} ，i = 1，2，3，4;

f( v1ui ) = { 5，6，7 } ，i = 1，2，3，4; f( v5ui ) =
{ 2，3，4} ，i = 1，2，3，4．

可以看出，f( v1ui ) 和 f( v5ui ) 的补集的色集合

没有相同的颜色数，从而 S5 当中的边 v1 v5 不能

正常染色，而边 v1 v6 可以用相同的颜色数 5 正常

染色．
所以，对于 n = m + 2 的情形，不存在 10 － 点

可区别 I-全染色．
故 i

vt ( S3∨S5 ) ≥11，下面给出 S3∨S5 的一个

11 － VDITC f，令

f( uivj ) = ( i + j － 1 ) n + 2，f ( uivj ) ∈ { 1，2，…，

7} ，1≤i≤4，1≤j≤6．
继续取模长为 n + 2，则字母颜色为 α1、α2、α3、

α4，点 ui 与 vj 染其关联边的颜色，其中关联边用数

字颜色染色，顶点用四种数字颜色染色，并且相邻

点着不同色，S3 内部的联边 u1u2、u1u3、u1u4 分别

用 α1、α2、α3 进行染色，S5 内部的联边 v1v2、v1v3、
v1v4、v1v5、v1v6 分别用 α1、α2、α3、α4、α5 进行染色．

最终得到的上述全染色是 I-全染色，并且在

此染色下有:

C( u1 ) = { 1，2，3，4，5，6，α1，α2，α3 } ; C( u2 ) =
{ 2，3，4，5，6，7，α1 } ;

C( u3 ) = { 3，4，5，6，7，1，α2 } ; C ( u4 ) = { 4，5，

6，7，1，2，α3 } ;

C( v1 ) = { 1，2，3，4，α1，α2，α3 } ; C( v2 ) = { 2，3，

4，5，α1 } ;

C( v3 ) = { 3，4，5，6，α2 } ; C ( v4 ) = { 4，5，6，7，

α3 } ;

C( v5 ) = { 5，6，7，1，α4} ; C( v6 ) = { 6，7，1，2，5} ．
由此可见，10 个点的色集合彼此不相同，从而

得知上述 I-全染色是点可区别的．
当 n =m + 2 时， i

vt ( Sm∨Sn ) ≥ζ( Sm∨Sn ) +
1 =m + n + 3，现在只需证明 Sm∨Sn 有一个 ( m +
n + 3) － VDITC f． 令

f( uivj ) = ( i + j － 1) n + 2，f( uivj ) ∈{ 1，2，…，n +
2} ，1≤i≤m + 1，1≤j≤n + 1;

f( u1ui ) = αi － 1，i = 2，3，…，m + 1，f ( v1vj ) =
αj － 1，j≠1，n + 1;

f( v1vn + 1 ) = n，j = n + 1．
最终得到的上述全染色是 I-全染色，并且在

此染色下有:

C( u1 ) = { 1，2，…，n + 1，α1，α2，…，αm} ，i = 1;

C( ui ) = { i，i + 1，i + 2，…，( i + n) n + 2，αi － 1 } ，

i = 2，…，m + 1;

C( v1 ) = { 1，2，…，m + 1，α1，α2，…，αm，

αm + 1 } ，j = 1;

C( vj ) = { j，j + 1，j + 2，…，( j + m) n + 2，αj － 1 } ，

j = 1，2，…，n;

C( vn + 1 ) = { n + 1，n + 2，1，2，…，n － 3，n} ，j =
n + 1．

由此可以发现 2n + 4 个点的色集合彼此不相

同，从而上述 I-全染色是点可区别的．
根据命题 1，上述定理显然是成立的，可以看

出 VDITC 猜想以及 VDVITC 猜想对 Sm∨Sn ( 3≤m
≤n≤n + 2) 是成立的．

当 m = n，n =m + 1 时， i
vt ( Sm∨Sn ) =  vi

vt ( Sm

∨Sn ) = ζ( Sm∨Sn ) ，

当 n =m + 2 时，ζ( Sm∨Sn ) ≤ vi
vt ( Sm∨Sn ) ≤

 i
vt ( Sm∨Sn ) ≤ζ( Sm∨Sn ) + 1．

3 讨 论

本文研究了 Sm∨Sn ( 3≤m≤n≤n + 2) 的点可

区别 I － 全染色和点可区别 VI － 全染色，通过本文

的讨论，可以看出 VDITC 猜想及 VDVITC 猜想对
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Sm∨Sn ( 3≤m≤n≤n + 2 ) 是成立的，分类讨论结

果如下:

当 m = n，n = m + 1 时， i
vt ( Sm∨Sn ) = vi

vt ( Sm

∨Sn ) = ζ( Sm∨Sn ) ;

当 n =m + 2 时，ζ ( Sm∨Sn ) ≤ vi
vt ( Sm∨Sn ) ≤

 i
vt ( Sm∨Sn ) ≤ζ( Sm∨Sn ) + 1．

今后将继续对 n≥m + 3的 Sm∨Sn 的点可区别

I －全染色和点可区别 VI －全染色做进一步的研究．
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［5］ Horňák M，Soták Ｒ． The fifth jump of the point-distinguishing chromatic index of Kn，n［J］． Ars Combinatoria，1996，42: 233-

242．
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Vertex-distinguishing I-and VI-total colorings of the join of stars

KANG Hui-jun，CHEN Xiang-en
( College of Mathematics and Statistics，Northwest Normal University，Lanzhou 730070，China)

Abstract: This paper will discuss the vertex-distinguishing I-total coloring and vertex-distinguishing VI-total col-
oring of star and star linkage graphs，and determine the vertex-distinguishing I-panchromatic number and the
vertex-distinguishing VI-panchromatic number of star and star ( 3≤m≤n≤n + 2 ) linkage graphs by case，

which also shows that VDITC conjecture and VDVITC conjecture are valid for such graphs．
Key words: I-total coloring; vertex-distinguishing I-total coloring; vertex-distinguishing VI-total coloring; ver-
tex-distinguishing I-total chromatic number; the join of stars
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