
 

具有交错扩散和保护区域的 Ivlev型

捕食模型的共存解
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摘要：主要研究一个食饵具有保护区域的 Ivlev型捕食模型的平衡态问题. 应用特征值理论和分歧理论讨

论共存态的存在性. 结果表明，交错扩散有助于物种的共存.
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本文讨论如下具有保护区域的 Ivlev型捕食交错扩散模型

ut = ∆
[
(1+ kρ (x)v)u

]
+u (λ−u)−b (x)v

(
1− e−ru) , (x, t) ∈Ω× (0,∞) ,

vt = ∆v+ v
[
µ− v+ c

(
1− e−ru)] , (x, t) ∈Ω\Ω0× (0,∞) ,

∂u
∂ν
= 0, (x, t) ∈ ∂Ω× (0,∞) ,

∂v
∂ν
= 0, (x, t) ∈ ∂

(
Ω\Ω0

)
× (0,∞) ,

u (x,0) = u0 (x) , x ∈Ω, v (x,0) = v0 (x) , x ∈Ω\Ω0,

(1)

Ω Rn Ω0 Ω ν λ r c

µ ρ b Ω\Ω0 Ω0 u v r

λ µ u v b(x)

其中   是   中边界光滑的有界区域，  是   的边界光滑的子集；  是边界上的单位外法向量； ， ，  是
正常数，  是常数； ，  在   内为正常数在   内为零； ，  分别表示食饵和捕食者种群的密度函数；  表
示捕食者捕获食饵的能力； ，  分别是   和   的内禀增长率；  是捕食率.

1− e−ru

k∆[ρ(x)vu]

k

模型 (1)中，  为 Ivlev型功能反应函数，最早由文献 [1]提出，此功能反应函数对无脊椎动物广

泛适用.   为交错扩散项，此类交错扩散项由 Shigesada等在文献 [2]中提出，用来描述生物界中的

种群分离现象. 本文中我们假设   为正常数，这表示食饵向捕食者密度减少的方向流动，生态上描述的是

食饵躲避捕食者以逃避被捕食的情形. 目前，对带 Ivlev反应项的捕食模型的研究多集中于常微分模型[3-4]

以及含有一般扩散的弱耦合反应扩散模型[5-6]. 据我们所知，对强耦合的反应扩散模型 (1)的研究结果相对

较少.
Ω0 Ω0 Ω0模型 (1)中，  表示一个食饵能够自由进出的保护区域. 捕食者不能进入   而只能在   以外捕食食

饵 . Du等在文献 [7-9]中分别研究了保护区域对 Lotka-Volterra型捕食模型、Leslie型捕食模型、Holling
II型捕食模型的影响. 然而，据我们所知，具有保护区域的 Ivlev型交错扩散捕食模型尚未得到研究.

Ω1 = Ω\Ω0 U = (1+ kρ (x)v)u

因此，本文中我们关注保护区域和交错扩散对模型 (1)的影响. 特别地，我们关注系统 (1)的稳态正解

的存在性，生物上这表示 2个物种的共存. 令  ， ，则模型 (1)的平衡态问题可以

表述为
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

∆U +
U

1+ kρ (x)v

(
λ− U

1+ kρ (x)v

)
−b (x)v

(
1− e−

rU
1+kρ(x)v

)
= 0, x ∈Ω,

∆v+ v
[
µ− v+ c

(
1− e−

rU
1+kv

)]
= 0, x ∈Ω1,

∂U
∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω, ∂v

∂ν
= 0, x ∈ ∂Ω1,

(2)

其中，

ρ (x) =
{

1, x ∈Ω\Ω0,

0, x ∈Ω0,
b (x) =

{
β, x ∈Ω\Ω0,

0, x ∈Ω0,
(3)

β (u,v) (U,v)这里   是一个正常数，易见   是系统 (1)的正稳态解当且仅当   是系统 (2)的正解. 所以下面只研究

系统 (2).

k Ω0

本文第 1节运用分歧理论证明系统 (2)从半平凡解曲线产生的分歧正解的存在性. 第 2节研究共存区

域对交错扩散系数   和保护区域   的依赖性.

1    共存解的存在性

首先我们介绍下述引理 1，此引理在证明共存解的存在性时起重要作用.

µ > 0 r k Ω0 λ∗ (µ) ∈ (0,βrµ) λN
1

(
rb (x)µ−λ∗
1+kρ (x)µ

,Ω

)
=0.

λ∗ (µ) µ lim
µ→0

λ∗ (µ) = 0 lim
µ→∞

λ∗ (µ) ⩽ λD
1 (Ω0) λD

1 (Ω0) −∆
Ω0

引理1　设  ，N是正整数，对任意给定的  ，  和  ，存在唯一的  ，使得 

此外,   关于   连续、严格单调递增，并且  ， ，其中   是   算子在

区域   上带有齐次 Dirichlet边界条件的主特征值.

λN
1 (q,Ω) q q (x) =

rb (x)µ−λ
1+ kρ (x)µ

λ证明　由于特征值   关于   连续且严格单调递增，而函数   关于   连续且严格

单调递减，所以函数

λ→ λN
1

(
rb (x)µ−λ
1+ kρ (x)µ

,Ω

)
: (0,∞)→ R

λN
1 (0,Ω) = 0连续且严格单调递减. 又由于  ，所以

λN
1

(
rb (x)µ

1+ kρ (x)µ
,Ω

)
> 0, λN

1

(
rb (x)µ−βrµ
1+ kρ (x)µ

,Ω

)
< 0.

µ > 0 λ∗ = λ∗ (µ) ∈ (0,βrµ) λN
1

(
rb (x)µ−λ∗
1+ kρ (x)µ

,Ω

)
= 0.由连续函数的介值定理知，对任意的   存在唯一的  ，使得   又

由于函数

µ→ λN
1

(
rb (x)µ−λ
1+ kρ (x)µ

,Ω

)
: (0,∞)→ R

λ∗ (µ) µ lim
µ→0

λ∗ (µ) = 0连续且严格单调递增，所以   关于   连续且严格单调递增，并且  .

lim
µ→∞

λ∗ (µ) ⩽ λD
1 (Ω0)最后，证明  . 由特征值的极小性知，

λN
1

(
rb (x)µ−λ∗
1+ kρ (x)µ

,Ω

)
= inf
ϕ∈H1(Ω)

w
Ω

(
|∇ϕ|2+ rb (x)µ−λ∗

1+ kρ (x)µ
ϕ2

)
dx = 0, (4)

w
Ω
ϕ2dx = 1 ϕ1其中  . 令   满足

−∆ϕ1 = λ
D
1 (Ω0)ϕ1, x ∈Ω0, ϕ1 = 0, x ∈ ∂Ω0.

并按如下方式进行延拓

ϕ̃1 ≡ ϕ1, x ∈Ω0, ϕ̃1 ≡ 0, x ∈Ω\Ω0.

ϕ = ϕ̃1在 (4)式中取  ，有
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0 ⩽
w
Ω

(∣∣∣∇ϕ̃1
∣∣∣2+ rb (x)µ−λ∗

1+ kρ (x)µ
ϕ̃2

1

)
dx =

w
Ω0

(
|∇ϕ1|2−λ∗ϕ1

2
)
dx = λD

1 (Ω0)−λ∗ (µ).

µ > 0 λ∗ (µ) ⩽ λD
1 (Ω0) λ∗ (µ) µ lim

µ→∞
λ∗ (µ) ⩽ λD

1 (Ω0)从而对任意的  ，有  . 由   关于   连续且严格单调递增知， . 证毕.
λ下面以   为分歧参数，应用局部分歧理论[10], 讨论系统 (2)的 2个半平凡解曲线

ΓU = {(λ;U,v) = (λ;λ,0) : λ > 0} , Γv = {(λ;U,v) = (λ;0,µ) : λ > 0,µ > 0} .
p > N对任意的  ，记

X1 =
{
(ϕ,ψ) : ϕ ∈W2,p (Ω) ,ψ ∈W2,p (Ω1) ,∂νϕ|∂Ω = ∂νψ|∂Ω1 = 0

}
, X2 = Lp (Ω)×Lp (Ω1) .

定义

ϕ∗ = (−∆+λ∗)−1
Ω

[
λ∗

2kρ (x)+b (x)
(
e−rλ∗ −1

)]
, (5)

λ∗ = −
1
r

ln
c+µ

c
µ ∈ (−c,0) ϕ∗其中  ， . 令   为特征值问题

−∆ϕ∗+ −λ
∗+ rb (x)µ

1+ kρ (x)µ
ϕ∗ = 0, x ∈Ω, ∂νϕ∗ = 0, x ∈ ∂Ω (6)

的正的主特征函数，

ψ∗= (−∆+µ)−1
Ω1

(
crµϕ∗

1+ kµ

)
.

首先我们讨论局部分支解曲线的存在性，有以下结论成立.
(λ∗;λ∗,0) ΓU (λ∗;λ∗,0)定理 1　(1)   是   上唯一的分歧点，且在   的邻域内存在系统 (2)的正解曲线

Γ∗ =
{
(λ;U,v) =

(
λ (s) ;λ+ s

(
ϕ∗+ Û (s)

)
, s (1+ v̂ (s))

)
: s ∈

(
0, δ̂

)}
,

δ̂ > 0 λ (s) Û (s) v̂ (s) C1 λ (0) = λ∗ Û (0) = v̂ (0) = 0
w
Ω1

v̂ (s)dx = 0其中   充分小， ， ，  为   曲线，且满足  ， ， .

(λ∗;0,µ) Γv (λ∗;0,µ)(2)   是   上唯一的分歧点，且在   的邻域内存在系统 (2)的正解曲线

Γ∗ =
{
(λ;U,v) =

(
λ (s) ; s

(
ϕ∗+ Ũ (s)

)
,µ+ s

(
ψ∗+ ṽ (s)

))
: s ∈

(
0, δ̃

)}
,

δ̃ > 0 λ (s) Ũ (s) ṽ (s) C1 λ (0) = λ∗ Ũ (0) = ṽ (0) = 0
w
Ω

Ũ (s)ϕ∗dx = 0 λ∗

λN
1

(
rb (x)µ−λ∗
1+ kρ (x)µ

,Ω

)
= 0

其中   充分小， ， ，  为   曲线，且满足  ， ， . 这里   由

 确定.

z = U −λ F : R×X1→ X2 :证明　(1) 令   并且定义映射 

F (λ;z,v) =


∆z+

z+λ
1+ kρ (x)v

(
λ− z+λ

1+ kρ (x)v

)
−b (x)v

(
1− e−

r(z+λ)
1+kρ(x)v

)
∆v+ v

[
µ− v+ c

(
1− e−

r(z+λ)
1+kv

)]
 . (7)

F (λ;0,0) 在   处的 Fréchet导算子为

F(z,v) (λ;0,0)
[
ϕ,ψ

]
=

 ∆ϕ−λϕ+λ2kρ (x)ψ+b (x)
(
e−rλ−1

)
ψ

∆ψ+
[
µ+ c

(
1− e−rλ

)]
ψ

 .
λ = λ∗ F(z,v) (λ;0,0)

[
ϕ,ψ

]
= (0,0) ψ > 0 (λ∗;0,0)

ΓU KerF(z,v) (λ∗;0,0) = span {(ϕ∗,1)} dimKerF(z,v) (λ∗;0,0) = 1

根据 Krein-Rutman定理[11] 知，当且仅当   时，  有一个解  . 因此，

是   上唯一的分歧点且  . 故  . 由 Fredholm二择一定

理[12] 知，

RangeF(z,v) (λ∗;0,0) =
{
(ϕ,ψ) ∈ X2 :

w
Ω1
ψdx = 0

}
.

codim RangeF(z,v) (λ∗;0,0) = 1所以， . 此外，

Fλ(z,v) (λ∗;0,0)
[
ϕ∗,1

]
=

(
−ϕ∗+2kρ (x)λ∗− rb (x)e−rλ∗

cre−rλ∗

)
< RangeF(z,v) (λ∗;0,0) .
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因此, 由局部分支定理得到结论 (1).
G : R×X1→ X2 :(2) 定义映射 

G (λ;U,v) =


∆U +

U
1+ kρ (x)v

(
λ− U

1+ kρ (x)v

)
−b (x)v

(
1− e−

rU
1+kρ(x)v

)
∆v+ v

[
µ− v+ c

(
1− e−

rU
1+kv

)]
 . (8)

G (λ;0,µ) 在   处的 Fréchet导算子为

G(U,v) (λ;0,µ)
[
ϕ,ψ

]
=


∆ϕ+

λ− rb (x)µ
1+ kρ (x)µ

ϕ

∆ψ−µψ+ crµ
1+ kµ

ϕ

 .
λ = λ∗ G(U,v) (λ;0,µ)

[
ϕ,ψ

]
= (0,0) ϕ > 0 (λ∗;0,µ)

Γv KerG(U,v) (λ∗;0,µ) = span {(ϕ∗,ψ∗)} dimKerG(U,v) (λ∗;0,µ) = 1

根据 Krein-Rutman定理[11] 知，当且仅当   时，  有一个解  . 因此，

是   上唯一的分歧点且  . 故  . 此外，得到

RangeG(U,v)
(
λ∗;0,µ

)
=

{
(ϕ,ψ) ∈ X2 :

w
Ω
ϕϕ∗dx = 0

}
.

由上式可以推出

Gλ(U,v)
(
λ∗;0,µ

) [
ϕ∗,ψ∗

]
=

 ϕ∗

1+ kρ (x)µ
0

 < RangeG(U,v)
(
λ∗;0,µ

)
.

因此, 由局部分歧定理得到结论 (2). 证毕.
局部分支定理仅给出了分支点附近分支正解曲线的刻画，当分支正解曲线远离分支点时需要进行全

局分支结构的分析[12]. 为此，我们需要得到正稳态解的一个先验估计.
(U,v)引理 2　设   是系统 (2)的任意正解，则

0 < U (x) ⩽ λ
[
1+ k (µ+ c)

]
, x ∈Ω, 0 < v (x) ⩽ µ+ c

(
1− e−rλ

)
, x ∈Ω1.

µ ⩾ 0 x ∈Ω1 v (x) > µ当   时，对任意的   有  .
U (x0) =max

x∈Ω
U (x)证明　令  ，由最大值原理得

U (x0)
1+ kρ (x0)v (x0)

(
λ− U (x0)

1+ kρ (x0)v (x0)

)
−b (x0)v (x0)

1− e
− rU(x0)

1+kρ(x0)v(x0)

 ⩾ 0,

即

U (x0) ⩽ λ (1+ kρ (x0)v (x0)) ⩽ λ
1+ k max

x∈Ω1

v (x)
 . (9)

v (x1) =max
x∈Ω1

v (x)令  ，则系统 (2)的第 2个方程满足

v (x1)
[
µ− v (x1)+ c

(
1− e

− rU(x1)
1+kv(x1)

)]
⩾ 0.

从而，

v (x1) ⩽ µ+ c
(
1− e

− rU(x1)
1+kv(x1)

)
. (10)

v (x1) ⩽ µ+ c
(
1− e−rλ

)
x ∈Ω1 v (x) ⩽ µ+ c

(
1− e−rλ

)
x ∈Ω

0 < U (x) ⩽ λ
[
1+ k

(
µ+ c

(
1− e−rλ

))]
⩽ λ

[
1+ k (µ+ c)

]把 (9)式代入 (10)式得  . 所以，对任意的  ，有  . 因此，对任意的  ，

有  . 另一方面，

−∆v = v
[
µ− v+ c

(
1− e−

rU
1+kv

)]
> v (µ− v) , x ∈Ω1, ∂νv = 0 x ∈ ∂Ω1.

µ ⩾ 0 x ∈Ω1 v (x) > µ由比较原理得，如果   时，则当   时， . 证毕.
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类似于文献 [13]定理 2.2的证明过程，通过标准的全局分支的讨论，可以得到如下定理 2，证明过程略.
µ ⩾ 0 λ > λ∗ (µ)定理 2　(1) 若  ，则当   时，系统 (2)至少存在一个正解.

µ < 0 λ > λ∗ (µ)(2) 若  ，则当   时，系统 (2)至少存在一个正解.

2    交错扩散和保护区域对共存解的影响

k Ω0 λ∗ (µ,k,Ω0)

λ∗ (µ) λ∗ k Ω0

本小节考察共存区域对交错扩散系数    和保护区域    的依赖 . 下面用    代替前文中的

，以便强调   对   和   的依赖. 定义

λ∗∞ (k,Ω0) = lim
µ→∞

λ∗ (µ,k,Ω0) ⩽ λD
1 (Ω0) .

µ > 0 λ∗ (µ,k,Ω0) k定理 3　(1) 设  ，则   关于   严格单调递减.

Θ′ =
{
ϕ ∈ H1 (Ω) :

w
Ω0
ϕ2dx > 0

}
k > 0(2) 令  . 对任意的  ，有

λ∗∞ (k,Ω0) = inf
ϕ∈Θ′

w
Ω
|∇ϕ|2dx+

rβ
k

w
Ω\Ω0

ϕ2dxw
Ω0
ϕ2dx

⩽
rβ |Ω\Ω0|

k |Ω0|
.

µ > 0 Ω0 λ∗ (µ,k,Ω0)证明　固定   和  ，注意   满足

λN
1

(
rb (x)µ−λ∗ (µ,k,Ω0)

1+ kρ (x)µ
,Ω

)
= 0. (11)

由假设 (3)知，

rb (x)µ−λ∗ (µ,k,Ω0)
1+ kρ (x)µ

=


rβµ−λ∗ (µ,k,Ω0)

1+ kµ
, x ∈Ω\Ω0,

−λ∗ (µ,k,Ω0) , x ∈Ω0.
(12)

λN
1 (q,Ω) q λN

1 (0,Ω) = 0 rβµ−λ∗ (µ,k,Ω0) > 0

k1 k2 k2 > k1

由   关于   连续且严格单调递增的性质以及  ，得  . 对任意满足 (11)式
的  ，  (不妨设  )，有

rβµ−λ∗ (µ,k1,Ω0)
1+ k2µ

<
rβµ−λ∗ (µ,k1,Ω0)

1+ k1µ
,

所以，

λN
1

(
rb (x)µ−λ∗ (µ,k1,Ω0)

1+ k2ρ (x)µ
,Ω

)
< λN

1

(
rb (x)µ−λ∗ (µ,k1,Ω0)

1+ k1ρ (x)µ
,Ω

)
= λN

1

(
rb (x)µ−λ∗ (µ,k2,Ω0)

1+ k2ρ (x)µ
,Ω

)
.

k2 > k1 λ∗ (µ,k1,Ω0) > λ∗ (µ,k2,Ω0) λ∗ (µ,k,Ω0) k因此，若  ，则  . 这表明   关于   严格单调递减.
µ ⩾ 0 ϕµ下面证明结论 (2)成立. 对任意的  ，令   是

−∆ϕµ+
rb (x)µ−λ∗ (µ,k,Ω0)

1+ kρ (x)µ
ϕµ = 0, x ∈Ω, ∂νϕµ = 0, x ∈ ∂Ω,

w
Ω
ϕ2
µdx = 1 (13)

ϕµ Ω的唯一正解. 在 (13)式两边同乘   后在   上积分，并结合引理 1得
w
Ω

∣∣∣∇ϕµ∣∣∣2dx =
w
Ω

λ∗ (µ,k,Ω0)− rb (x)µ
1+ kρ (x)µ

ϕ2
µdx ⩽

w
Ω
λ∗ (µ,k,Ω0)ϕ2

µdx ⩽ λ∗ (µ,k,Ω0) ⩽ λD
1 (Ω0) ,{

ϕµ
}
µ⩾0

H1 (Ω) {µi}∞i=1 lim
i→∞

µi =∞ ϕµi → ϕ∞ H1 (Ω) ϕµi → ϕ∞

L2 (Ω) ϕ∞ H1 (Ω)
w
Ω
ϕ2
∞dx = 1 ψ ∈ H1 (Ω)

所以，  在   中有界. 从而存在一列   满足  ，使得   于   中，  于

 中，其中   为   中的非负函数且满足  . 由 (13)式得, 对任意的  ，

w
Ω

(
∇ϕµi∇ψ+

rb (x)µi−λ∗ (µi,k,Ω0)
1+ kρ (x)µi

ϕµiψ

)
dx = 0.

i→∞上式令  ，有w
Ω
∇ϕ∞∇ψdx+

rβ
k

w
Ω\Ω0

ϕ∞ψdx−λ∗∞ (k,Ω0)
w
Ω0
ϕ∞ψdx = 0,
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λ∗∞ (k,Ω0) = lim
µ→∞

λ∗ (µ,k,Ω0) ϕ∞其中  . 从而   是问题

−∆ϕ∞+
rβ
k
χΩ\Ω0ϕ∞−λ∗∞ (k,Ω0)χΩ0ϕ∞ = 0, x ∈Ω, ∂νϕ∞ = 0, x ∈ ∂Ω

Ω ϕ∞ ⩾ 0
w
Ω
ϕ2
∞dx = 1 Ω ϕ∞ > 0

λ∗∞ (k,Ω0)

的一个弱解 . 由于在    上    且   ，所以由强最大值原理知，在    上   . 这就意味着

 是特征值问题

−∆ϕ+ rβ
k
χΩ\Ω0ϕ = λ

∗
∞ (k,Ω0)χΩ0ϕ, x ∈Ω, ∂νϕ = 0, x ∈ ∂Ω

的主特征值. 由主特征值的变分不等式得

λ∗∞ (k,Ω0) = inf
ϕ∈Θ′

w
Ω
|∇ϕ|2dx+

rβ
k

w
Ω\Ω0

ϕ2dxw
Ω0
ϕ2dx

. (14)

ϕ ≡ 1 Ω λ∗∞ (k,Ω0) ⩽
rβ |Ω\Ω0|

k |Ω0|
.在 (14)式中取   于  ，得   证毕.

k

k→∞ Ω0 Ω λ∗∞ (k,Ω0)→ 0 λ∗ µ

λ∗ (µ,k,Ω0)→ 0 k→∞ Ω0 Ω λ > 0 µ > 0

注 1　定理 3中结论 (1)表明共存区域随着交错扩散系数   的增大而扩大，因而交错扩散有利于物种

的共存. 结论 (2)表明当   或者   扩大到整个   时，食饵的临界增长率  . 由   关于   连
续且严格单调递增知  . 即当   或者   扩大到整个   时，对任意的  ， ，2个物

种都能共存. 生态上, 这意味着如果食饵躲避捕食者的能力很强, 或者在系统中将食饵完全保护起来, 食饵

和捕食者总会共存.
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cross-diffusion and a protection zone
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(College of Mathematics and Statistics, Northwest Normal University, Lanzhou 730070, China)

Abstract: We  are  concerned  with  the  stationary  problem  of  a  Ivlev-type  predator-prey  model  with  cross-
diffusion and a protection zone. The existence of coexistence states is discussed by using the eigenvalue theory and
bifurcation theory. As a result, it is shown that the cross-diffusion is beneficial for species coexistence.
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