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摘要：研究了Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模和Ｄｉｎｇ内射模的两种特殊情形，分别称为Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－投射模和Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内
射模，并讨论了这两类模的同调性质．
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　　１９６９年，作为投射维数的推广，Ａｕｓｌａｎｄｅｒ和

Ｂｒｉｄｇｅｒ［１］在双侧Ｎｏｅｔｈｅｒ环上定义了Ｇ－维数为零
的模．１９９３年，Ｅｎｏｃｈｓ等［２］引入了Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ平
坦模的概念．１９９５年，Ｅｎｏｃｈｓ和Ｊｅｎｄａ［３］引入了

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模和 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ内射模的概念．
２００４年，Ｈｏｌｍ［４］引入了投射可解类和内射可解类
的概念，证明了Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模是投射可解类，

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ内射模是内射可解类．近年来，众多学
者对这些模类进行了研究［５－７］，其中Ｄｉｎｇ等［８－９］研
究了强 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ平坦模和 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＦＰ－内射
模，这两种模类具有类似于 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模和

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ内射模的性质．Ｇｉｌｌｅｓｐｉｅ［１０］称这两种模
为Ｄｉｎｇ投射和Ｄｉｎｇ内射模．２０１３年，Ｙａｎｇ等［１１］

继续研究了Ｄｉｎｇ投射和Ｄｉｎｇ内射模．
２０００年，Ｇａｒｋｕｓｈａ等［１２］引入了ｆｐ－投射模、

ｆｐ－内射模和ｆｐ－平坦模的概念，并研究了这些模
类的性质．实际上，ｆｐ－投射模、ｆｐ－内射模和ｆｐ－
平坦模分别是投射模、ＦＰ－内射模和平坦模的推

广．２０１１年，Ｍａｏ［１３］继续研究了这三种模，并得
到了这些模与一些环的等价刻画．
本文研究 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模和 Ｄｉｎｇ内射模，

分别称为 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－投射模和 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－
内射模．众所周知，Ｄｉｎｇ投射模是介于投射模与

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模之间的一种模类，而本文中引入
的 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－投 射 模 是 介 于 投 射 模 与

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模之间的一种新模类．同样地，

Ｄｉｎｇ内射模是介于内射模与Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ内射模之
间的一种模类，而本文中引入的Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内
射模是介于内射模与Ｄｉｎｇ内射模之间的一种新模
类．本文证明了在Ａｒｔｉｎ环上Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模类
与Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－投射模类是相同的，在凝聚环上

Ｄｉｎｇ内射模类与 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模类是相同
的，证明了 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－投射模类是投射可解
类，Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模类是内射可解类，并讨
论了Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－投射模类和 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内
射模类的稳定性．
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１　预备知识

除非特别申明，本文环Ｒ 是具有单位元的结
合环，所有涉及的模均是酉模，其它未作解释的标
记和概念参见文献［１４］．
称左Ｒ－模Ｍ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射模［３］，如果存

在一个投射左Ｒ－模的正合列

Ｐ＝ … →Ｐ１ →Ｐ０ →Ｐ０ →Ｐ１ → …，
使得 ＭＩｍ（Ｐ０→Ｐ０），并且对任意投射左Ｒ－模

Ｆ，ＨｏｍＲ（Ｐ，Ｆ）是正合的．
称左Ｒ－模Ｍ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ内射模［３］，如果存

在一个内射左Ｒ－模的正合列

Ｉ＝ … →Ｉ１ →Ｉ０ →Ｉ０ →Ｉ１ → …，
使得ＭＩｍ（Ｉ０→Ｉ０），并且对任意内射左Ｒ－模Ｈ，

ＨｏｍＲ（Ｈ，Ｉ）是正合的．
称左Ｒ－模Ｍ 是ＦＰ－内射模［１５］，如果对任意有

限表示左Ｒ－模Ｐ，Ｅｘｔ１Ｒ（Ｐ，Ｍ）＝０．
称左Ｒ－模Ｍ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ＦＰ－内射模［９］（或

Ｄｉｎｇ内射模［１０］），如果存在一个内射左Ｒ－模的正
合列

Ｉ＝ … →Ｉ１ →Ｉ０ →Ｉ０ →Ｉ１ → …，
使得ＭＩｍ（Ｉ０→Ｉ０），并且对任意ＦＰ－内射左Ｒ－
模Ｑ，ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｉ）是正合的．
　　称左Ｒ－模Ｎ 是ｆｐ－平坦模［１２］，如果对任意有
限表示右Ｒ－模的单同态Ｋ→Ｌ，ＫＲＮ→ＬＲＮ
是单同态．称左Ｒ－模Ｍ 是ｆｐ－内射模［１２］，如果对
任意有限表示左Ｒ－模的单同态Ｋ→Ｌ，ＨｏｍＲ（Ｌ，

Ｍ）→ＨｏｍＲ（Ｋ，Ｍ）是满同态．对偶地，可定义

ｆｐ－投射模．

２　Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－投射模和Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－
内射模

定义１　设Ｍ 是左Ｒ－模．称Ｍ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ
ｆｐ－内射模，如果存在一个内射左Ｒ－模的正合列

Ｉ＝ … →Ｉ１ →Ｉ０ →Ｉ０ →Ｉ１ → …，
使得ＭＩｍ（Ｉ０→Ｉ０），并且对任意ｆｐ－内射左Ｒ－模

Ｑ，ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｉ）是正合的．此时，称正合列Ｉ为

Ｍ 的ｆｐ－完全内射分解．
对偶地，称左Ｒ－模Ｍ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－投射

模，如果存在一个投射左Ｒ－模的正合列
Ｐ＝ … →Ｐ１ →Ｐ０ →Ｐ０ →Ｐ１ → …，

使得ＭＩｍ（Ｐ０→Ｐ０），并且对任意ｆｐ－投射左Ｒ－
模Ｈ，ＨｏｍＲ（Ｐ，Ｈ）是正合的．此时，称正合列Ｐ

为Ｍ 的ｆｐ－完全投射分解．
注１　由定义１可得，Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射

（Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－投 射 ）模 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ 内 射
（Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射）模．进一步，Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内
射模是Ｄｉｎｇ内射模．
注２　ｆｐ－完全内射（投射）分解的直积（直和）

仍为ｆｐ－完全内射（投射）分解，因此，Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

ｆｐ－内射（Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－投射）模关于直积（直和）
封闭．
注３　若Ｌ＝…→Ｌ１→Ｌ０→Ｌ０→Ｌ１→…是ｆｐ－

完全内射（投射）分解，则由对称性可知，Ｌ的所有
核、上核、像都是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射（Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

ｆｐ－投射）模．
引理１　Ｍ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模当且仅当

存在一个内射Ｒ－模的正合列

Ｉ＝ … →Ｉ１ →Ｉ０ →Ｉ－１ →Ｉ－２ → …，
使得ＭＩｍ（Ｉ０→Ｉ－１），并且对任意ｆｐ－内射Ｒ－模

Ｑ 和任意ｉ∈Ｚ，Ｅｘｔ１Ｒ（Ｑ，Ｌｉ）＝０，其中ＬｉＩｍ（Ｉｉ
→Ｉｉ－１）．
引理２　设Ｍ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模，Ｑ是

ｆｐ－内射模，则对任意ｉ≥１，ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｍ）＝０．
证明　因为 Ｍ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模，所

以存在一个内射Ｒ－模的正合列

Ｉ＝ … →Ｉ１ →Ｉ０ →Ｉ０ →Ｉ１ → …，

使得ＭＩｍ（Ｉ０→Ｉ０），并且对任意ｆｐ－内射Ｒ－模

Ｑ，ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｉ）是正合的．由引理１得，Ｅｘｔ１Ｒ（Ｑ，

Ｍ）＝０．下证ｉ≥２的情形．令ＬｉＩｍ（Ｉｉ→Ｉｉ＋１），
则有一簇Ｒ－模短正合列

Ｘ０＝０→ Ｍ →Ｉ０→Ｌ０→０，
Ｘ１＝０→Ｌ０ →Ｉ１→Ｌ１→０，
　 　　
Ｘｊ＝０→Ｌｊ－１→Ｉｊ→Ｌｊ→０，
　 　　

由引理１，Ｅｘｔ１Ｒ（Ｑ，Ｌｊ）＝０．由Ｘ０ 得，Ｅｘｔｉ＋１Ｒ （Ｑ，

Ｍ）ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｌ０），故Ｅｘｔ２Ｒ（Ｑ，Ｍ）＝０．由Ｘ１ 得，

Ｅｘｔｉ＋１Ｒ （Ｑ，Ｌ０）ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｌ１），故Ｅｘｔ２Ｒ（Ｑ，Ｌ０）＝０，

于是Ｅｘｔ３Ｒ（Ｑ，Ｍ）＝０．继续同样的方法，引理得
证．　　】
引理３　设 Ｍ 是Ｒ－模，Ｑ 是ｆｐ－内射Ｒ－模．

如果对任意正整数ｉ有ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｍ）＝０，那么对于

Ｍ 的任意内射分解Ｉ，ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｉ）是正合的．
证明　不妨设Ｉ＝０→Ｍ→Ｉ０→Ｉ１→…．于是可

得形如引理２中的一簇Ｒ－模的短正合列Ｘｊ，其中

２
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ｊ∈Ｎ．由Ｘ０ 可得，Ｅｘｔｉ＋１Ｒ （Ｑ，Ｍ）ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｌ０），

故ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｌ０）＝０．由Ｘ１ 可得，Ｅｘｔｉ＋１Ｒ （Ｑ，Ｌ０）
ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｌ１），故ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｌ１）＝０．继续同样的方
法．特别地，对任意ｊ∈Ｎ，Ｅｘｔ１Ｒ（Ｑ，Ｌｊ）＝０，故

ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｘｊ）是正合的．将这一簇短正合列接起来
可得长正合列

０→ ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｍ）→ ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｉ０）→
　　ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｉ１）→ …

因此 ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｉ）是正合的．　　】
命题１　设 Ｍ 是Ｒ－模，则 Ｍ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

ｆｐ－内射模当且仅当存在短正合列０→Ｎ→Ｉ→Ｍ→
０，其中Ｉ是内射模，Ｎ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模．
证明　必要性．由定义１及注３易得．
充分性．因为Ｎ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模，所

以存在内射Ｒ－模的正合列

Ｅ＝ … →Ｉ１ →Ｉ０ →Ｉ０ →Ｉ１ → …，

使得ＮＩｍ（Ｉ０→Ｉ０），并且对任意ｆｐ－内射模Ｑ，

ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｅ）是正合的．于是得Ｒ－模的正合列Ｘ＝
…→Ｉ１→Ｉ０→Ｎ→０且 ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｘ）是正合的．由
引理１可得，０→ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｎ）→ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｉ）→
ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｍ）→０是正合的，于是得Ｒ－模的正合列

Ｙ＝…→Ｉ１→Ｉ０→Ｉ→Ｍ→０且 ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｙ）是正合
的．于是由引理２可得，ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｎ）＝０．因为

ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｉ）→ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｍ）→Ｅｘｔｉ＋１Ｒ （Ｑ，Ｎ）是正合
的，Ｉ是内射的，所以ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｍ）＝０．由引理３，
对于Ｍ 的任意内射分解Ｚ，ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｚ）是正合
的．不妨设Ｚ＝０→Ｍ→Ｅ０→Ｅ１→…．将Ｙ 和Ｚ 接
起来可得内射Ｒ－模的正合列

Ｆ＝ … →Ｉ１ →Ｉ０ →Ｉ→Ｅ０ →Ｅ１ → …，

使得ＭＩｍ（Ｉ→Ｅ０），并且 ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｆ）是正合
的．因此，Ｍ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模．　　】
引理 ４　 设 Ｍ 是 内 射 Ｒ－模，则 Ｍ 是

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射的．
定义２　设Ａ是一个Ｒ－模类．称Ａ 是投射可

解的，如果Ａ 包含投射模所在的类，并且对任意
的短正合列０→Ｘ′→Ｘ→Ｘ″→０，有Ｘ″，Ｘ∈Ａ当且
仅当Ｘ′∈Ａ．称Ａ是内射可解的，如果Ａ包含内
射模所在的类，并且对任意的短正合列０→Ｘ′→Ｘ
→Ｘ″→０，有Ｘ′，Ｘ∈Ａ当且仅当Ｘ″∈Ａ．

引理５　设０→Ｍ′→
ｆ
Ｍ→

ｇ
Ｍ″→０是Ｒ－模短正合

列．如果Ｍ′和Ｍ″是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模，那么

Ｍ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模．

证明　因为 Ｍ′和Ｍ″是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射
模，所以存在Ｒ－模的正合列

Ｘ＝ … →Ｅ１ →
ｂ１ Ｅ０ →

ｂ０ Ｍ′→０，

Ｙ ＝ … →Ｉ１ →
ｄ１Ｉ０ →

ｄ０ Ｍ″→０，
其中每个Ｅｉ和Ｉｉ 是内射的，并且对任意ｆｐ－内射

Ｒ－模Ｑ，ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｘ）和 ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｙ）是正合的．
考虑下图：

　　　　 　　　 　　　　　　
　　　　 　↓　　 　　↓　　　　↓

　　 　０→Ｅ０ →
ｉ
Ｉ＝Ｅ０Ｉ０ →

π
Ｉ０ →０

　　 　　 ↓ｂ０　　 　↓ｃ０　　　↓ｄ０

　　 　０→Ｍ′ →
ｆ
　　Ｍ　　 →

ｇ
Ｍ″→０

　　　　 　↓　　 　　↓　　　　↓
　　　　 　０　　 　　０　　 　　０
其中ｉ：Ｅ０→Ｉ是标准内射，π：Ｉ→Ｉ０ 是标准投射．
由引理１，Ｅｘｔ１Ｒ（Ｑ，Ｍ′）＝０．因为内射模是ｆｐ－内
射的，所以 ＨｏｍＲ（Ｉ０，Ｍ）→ＨｏｍＲ（Ｉ０，Ｍ″）→０是
正合的．于是存在Ｒ－模同态ｅ：Ｉ０→Ｍ，使得ｄ０＝

ｇｅ．令ｈ＝ｆｂ０，定义ｃ０：Ｉ→Ｍ，即对任意的（ｘ，ｙ）

∈Ｅ０Ｉ０，ｃ０（（ｘ，ｙ））＝ｈ（ｘ）＋ｅ（ｙ）．显然ｃ０ 是Ｒ－
模同态且上图交换．继续同样的方法则有正合列

Ｕ ＝ … →Ｅ１ Ｉ１ →Ｅ０ Ｉ０ →Ｍ →０
且 ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｕ）是正合的．因为 ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｍ′）→
ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｍ）→ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｍ″）是正合的，由引理２，

ＥｘｔｉＲ （Ｑ，Ｍ′）＝０，ＥｘｔｉＲ （Ｑ，Ｍ″）＝０， 所 以

ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｍ）＝０．由引理３，对于Ｍ 的任意内射分
解Ｚ，ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｚ）是正合的．不妨设

Ｚ＝０→Ｍ →Ａ０ →Ａ１ → …，
将Ｕ 和Ｚ接起来可得内射Ｒ－模的正合列

Ｅ＝ … →Ｅ１ Ｉ１ →Ｅ０ Ｉ０ →Ａ０ →Ａ１ → …，

使得ＭＩｍ（Ｅ０Ｉ０→Ａ０），并且 ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｅ）是
正合的．　　】
定理１　Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模是内射可解类．
证明　由引理４得内射模是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内

射模，所以 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模类包含内射模
类．考虑短正合列０→Ｍ′→Ｍ→Ｍ″→０，其中Ｍ′是

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模．如果Ｍ″是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－
内射模，那么由引理５，Ｍ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射
模．设Ｍ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模，由命题１，存
在Ｒ－模的短正合列０→Ｎ→Ｉ→Ｍ→０，其中Ｉ是内
射模，Ｎ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模．
考虑Ｉ→Ｍ 和Ｍ′→Ｍ 的拉回：

３
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　　　　　　　　　　 ０　０
　　　　　　　　　 　↓ ↓
　　　　　　　０→Ｎ→Ａ→Ｍ′→０
　　　　　　　　 ‖ ↓ ↓
　　　　　　　０→Ｎ→Ｉ→Ｍ →０
　　　　　　　　　 　↓ ↓
　　　　　　　　　　Ｍ″＝Ｍ″
　　　　　　　　　 　↓ ↓
　　　　　　　　　　 ０　０
因为Ｎ 和Ｍ′是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模，所以由引
理５，Ａ是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模．于是由命题１，

Ｍ″是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模．　　】
推论１　Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模关于直和项封闭．
证明　由注１及定理１知，类似于文献［４］中

命题１．４的证明．　　】

定理２　设０→Ｍ→
ｆ
Ｎ→

ｇ
Ｌ→０是Ｒ－模的短正合

列．若Ｎ 和Ｌ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模，则Ｍ 是
Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模当且仅当对任意ｆｐ－内射模

Ｑ，Ｅｘｔ１Ｒ（Ｑ，Ｍ）＝０．
证明　必要性．由引理２，结论显然．
充分性．因为 Ｎ 和Ｌ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射

模，所以存在Ｒ－模的正合列
Ｘ＝ … →Ｅ１ →Ｅ０ →Ｎ →０，

Ｙ ＝ … →Ｉ１ →Ｉ０ →Ｌ→０，
其中每个Ｅｉ和Ｉｉ是内射的，并且 ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｘ）和
ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｙ）是正合的．因此，由ｇ：Ｎ→Ｌ可开拓
出一个复形的链映射α：Ｘ→Ｙ．设Ｚ是链映射α：Ｘ
→Ｙ 的映射锥，Ｚ＝…→Ｉ１Ｅ０→Ｉ０Ｎ→Ｌ→０，
因为Ｘ 和Ｙ 是正合的，所以α：Ｘ→Ｙ 是拟同构，
进而Ｚ是正合的．又因为 ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｘ），ＨｏｍＲ（Ｑ，

Ｙ）是正合的，所以 ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｚ）是正合的．
考虑交换图：

　　　　…→Ｉ１Ｅ０→　Ｋ　→０→０＝Ｖ
　　　　　　　‖　　　↓　 ↓
　　　　…→Ｉ１Ｅ０→Ｉ０Ｎ→Ｌ→０＝Ｚ
　　　　　　　↓　　　↓　 ‖
　　　　…→　０　→　Ｌ ＝ Ｌ→０＝Ｕ
其中Ｋ＝Ｋｅｒ（Ｉ０Ｎ→Ｌ），故０→Ｖ→Ｚ→Ｕ→０是
复形的短正合列．因为Ｚ和Ｕ 是正合的，所以Ｖ
是正合的．又因为 ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｚ）和 ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｕ）是
正合的，所以 ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｖ）是正合的．另一方面，
存在Ｒ－模同态ｈ：Ｍ→Ｋ，使得下图是交换的：

　　　　 　０→Ｍ →
ｆ

Ｎ →
ｇ
Ｌ→０

　　　　 　　 ↓ｈ　 　↓ｉ　 　‖

　　　　 　０→Ｋ →
ｆ
Ｉ０Ｎ →Ｌ→０

其中ｉ：Ｎ→Ｉ０Ｎ 是标准内射．由五引理可知，ｈ
是单同态，由蛇引理可得，Ｋｅｒ１Ｌ →Ｃｏｋｅｒｈ→
Ｃｏｋｅｒｉ→ Ｃｏｋｅｒ１Ｌ 是 正 合 的，因 此 Ｃｏｋｅｒｈ
Ｃｏｋｅｒｉ．因为 Ｃｏｋｅｒｉ＝（Ｉ０Ｎ）／ＮＩ０，所以有

Ｒ－模的短正合列０→Ｍ→Ｋ→Ｉ０→０，其中Ｉ０ 是内
射模，由已知条件可得Ｅｘｔ１Ｒ（Ｉ０，Ｍ）＝０，于是Ｋ
ＭＩ０．因为Ｎ 和Ｌ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模，

Ｅｘｔ１Ｒ（Ｑ，Ｍ）＝０，所以由引理２并通过维数转移可
得，对任意的正整数ｉ，ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｍ）＝０．因为

ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｋ）ＥｘｔｉＲ（Ｑ，ＭＩ０）ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｍ）
ＥｘｔｉＲ（Ｑ，Ｉ０）＝０，所以由引理３可得，对于Ｋ 的任
意内射分解Ｗ，ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｗ）是正合的．不妨设

Ｗ ＝０→Ｋ →Ｋ０ →Ｋ１ → …，
将Ｖ 和Ｗ 接起来可得内射Ｒ－模的正合列

Ｉ＝ … →Ｉ２ Ｅ１ →Ｉ１ Ｅ０ →
　　Ｋ０ →Ｋ１ → …

故Ｋ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模．于是由推论１可
得，Ｍ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模．　　】
定理３　设 Ｍ 是Ｒ－模，则 Ｍ 是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ

ｆｐ－内射模当且仅当存在 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模的
正合列

Ｇ＝ … →Ｇ１ →Ｇ０ →Ｇ０ →Ｇ１ → …，

使得ＭＩｍ（Ｇ０→Ｇ０），并且对任意ｆｐ－内射模Ｑ，

ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｇ）是正合的．
证明　必要性．由定义１及引理４易得．
充分性．由引理２，对于任意的正整数ｊ，

Ｅｘｔ　ｊＲ（Ｑ，Ｇｉ）＝０，于是可得Ｅｘｔ　ｊＲ（Ｑ，Ｍ）＝０．由引
理３，对于Ｍ 的任意内射分解Ｘ，ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｘ）是
正合的，不妨设

Ｘ＝０→Ｍ →Ｅ０ →Ｅ１ → …．
另一方面，令 ＡｉＩｍ（Ｇｉ→Ｇｉ－１）．因为 Ｇ０ 是

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模，所以由命题１，存在Ｒ－模
的短正合列０→Ｂ→Ｅ０→Ｇ０→０，其中Ｅ０ 是内射
模，Ｂ是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模．
考虑Ｅ０→Ｇ０ 和Ａ１→Ｇ０ 的拉回：

　　　　　 　　 ０　 ０
　　　　　 　　 ↓　↓
　　　 　　　　 Ｂ ＝Ｂ
　　　　　 　　 ↓　↓
　　　　　 　０→Ｈ →Ｅ０→Ｍ→０
　　　　　 　　 ↓　↓　 ‖
　　　　　 　０→Ａ１→Ｇ０→Ｍ→０
　　　　　 　　 ↓　↓
　　　　　 　　 ０　 ０

４
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因为Ｅｘｔ１Ｒ（Ｑ，Ａ１）＝０，Ｅｘｔ１Ｒ（Ｑ，Ｂ）＝０，所以Ｅｘｔ１Ｒ
（Ｑ，Ｈ）＝０，于是上图各行各列经 ＨｏｍＲ（Ｑ，－）作
用后仍是正合的．
考虑Ｈ→Ａ１ 和Ｇ１→Ａ１ 的拉回：

　 　　　　　 　　 ０　 ０
　 　　　　　 　　 ↓　 ↓
　 　　　 　　　　 Ａ２ ＝Ａ２
　 　　　　　 　　 ↓　 ↓
　 　　　　 　０→Ｂ→Ｌ →Ｇ１→０
　 　　　　　 　‖ ↓　 ↓
　 　　　　 　０→Ｂ→Ｈ →Ａ１→０
　 　　　　　 　　 ↓　 ↓
　 　　　　　 　　 ０　 ０
因为Ｅｘｔ１Ｒ（Ｑ，Ａ２）＝０和Ｅｘｔ１Ｒ（Ｑ，Ｂ）＝０，所以上图
各行各列经 ＨｏｍＲ（Ｑ，－）作用后仍是正合的．在

Ｒ－模的短正合列０→Ｂ→Ｌ→Ｇ１→０中，因为Ｂ 和

Ｇ１ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模，所以由引理５，Ｌ是

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模．因此有正合列

Ｇ＊ ＝ … →Ｇ２ →Ｌ→Ｈ →０
且 ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｇ＊）是正合的．继续同样的方法，可
得Ｒ－模的正合列

Ｙ ＝ … →Ｅ１ →Ｅ０ →Ｍ →０，
其中每个Ｅｉ 是内射模，并且 ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｙ）是正合
的．将Ｘ和Ｙ 接起来可得内射Ｒ－模的正合列

Ｅ＊ ＝ … →Ｅ１ →Ｅ０ →Ｅ０ →Ｅ１ → …，

使得ＭＩｍ（Ｅ０→Ｅ０），并且 ＨｏｍＲ（Ｑ，Ｇ＊）是正合
的．故Ｍ 是Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模．　　】

注４　对偶地，Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－投射模也具有
类似于以上Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射模的性质．
命题２　在左凝聚环上Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射左

Ｒ－模类与Ｄｉｎｇ内射左Ｒ－模类是相同的．
证明　由注１，Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－内射左Ｒ－模是

Ｄｉｎｇ内射左Ｒ－模．因为Ｒ是左凝聚环，所以由文
献［１２］中定理２．４，任意ｆｐ－内射左Ｒ－模是ＦＰ－内
射的．因此，Ｄｉｎｇ内射左Ｒ－模是 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－
内射的．　　】

命题３　在左 Ａｒｔｉｎ环上 Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－投射
左Ｒ－模类与Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射左Ｒ－模类是相同的．
证明　由注１，Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－投射左Ｒ－模是

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射左Ｒ－模．因为 Ｐ 是左 Ａｒｔｉｎ环，
所以由文献［１６］中练习２２．７，任意ｆｐ－投射左Ｒ－
模是投射的．因此，Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ投射左 Ｒ－模是

Ｇｏｒｅｎｓｔｅｉｎ　ｆｐ－投射的．　　】
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